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ПРЕДИСЛОВЕЕ ИЕРЕВОДЧИКА. 


Тгайб 4е Тивопотёие раг Ф.-В. Зеггеф состоитъ изъ 
шести влавЪ; въ первыхъ трехъ главахъ изложены основы 
теор круговыхъ функцй, составлеше и употреблене три- 
гонометрическихъ таблицъ и примолинейную тригономе- 
трио въ собственномъ смысл. Эти три главы и переве- 
дены мною подъ именемъ Прямолинейной трионометри 
Серре. Въ нихъ есть все, что требуется въ среднихъ 
учебныхт, заведеняху, я также для поступлешя въ выслия 
спещальныя учебныя заведеня. 

Четвертая глава фравцузскаго издашя посвящена сфе- 
рической тригономегрм, пятая есть дополнеше къ теорм 
круговыхъ функцщй и, наконецъ, въ шестой говорится о 
такихъ прямолинейныхъ и сферическихъ треугольникахъ, 
рыпевше которыхъ основано на употребленм рядовъ. 

Четвертая и шестая главы въ переводЬ составнть 
особый выпускъ подъ заглащемъ: Сферической триноно- 
метры Сврре. Этотъ вышускъ предназначается для вефхъ, 
изучающихь 12одезю и Астрономю. 

Наконешь. пятая глава въ перевод составить также 
особый выпускь и можеть служить пособемъ для вефхъ, 
приступающихь кт, изучено выснтихъ частей математики. 


М. В. Пирожков. 
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ГЛАВА ЦЕРВАЯ. 
Феновы теор круговыхь функций 


Опредпмленёе слове: „фунницая“. 


$1. Когда ДЕБ перемюнныя величины таковы, что каждому зна- 
чению одной соотвЪтетвуеть опредбленное значене другой, то тавя 
величины называются функияжи одна другой. Напр., дая круть 
экружвость и площадь суть функщи радуса, и, обратно, радусь 
есть фувкщя окружности или площади круга. 

Трипононетуья основана. на тёори нФкоторыхь функц, возни- 
вающихь при разсмотрьни круга и называемыхь поэтому круго- 
выми фуикияини. Мы начнемъ съ изложешя основъ этой теорйи, 


Обь измени длинь. 


$ 2. Пусть О`(черт. 1) есть веподвижная точка на нфкоторей 
прямой или кривой ливи х'ж, и предположимъ, что оть этой точки 0 
отложены на 2’ различныя длины: 04, ОА’, 04", ... Эти длины, 
отнесенныя къ одной и той же едивиц®. выразатся нёкоторыми чис- 
лами, которымь мы придадвиъ знакъ -- пли —, ‘смотря по тому, 
въ какую сторону оть точки О будуть отложены соотвфтственвыя 
имъ дянны. Другими словами, длины, отложенныя въ одномъ (про- 
извольномъ) ‘направлени, будутЪ положительными количествами, а 
въ другомъ-онциининезьнымь. 

Есин, напр. взять за направиоше положительныхь длинъ на- 
правлене (0х, указанное на лертежф стрёжкою, а точки д, 1’, А" 


м. В, ПЕРОЖНОВЪ, РИГОНОМЕЛЬИ, ` 1 


Е зы 


счатать отетоящими отъ точки О соотвётетвенно ва 7, 9, 6 метровъ 
в принять, кромБ того, метрь за лизейную единицу, то ддивы: ^ 
Од, ОА» ОА" выразятся соотв®тетвенио числами: --7, -{-9, —6. 
Итакъ, если д есть положительное или отрицательное количество, 


„ — 


Черт. 1. 


выражающее нЪвоторую длину, отсчитанную ва д'х отъ точки 0, 
то число единиць, заключающихся въ этой даинЪ, будеть |-а иля 
—а, смотря по тому, какое будеть а, положительное или ‘отрица- 
‘тельное. ь 
Поэтому, при движев!и перемённой точка отъ 0,то въ одномъ, 
то въ другомъ направленш, мы будемъ разематривать различныя 
части х’х, пройденных этою двикущеюся точкою, или какъ поло- 
жительныя, или какъ отрицательныя, смотря по тому, пройдены и 
оя® въ направлени 02, или въ противоположномъ направлени 0)". 
‚ Обозначая черезь а, $, в, 4,.... Лоюжительныя или отрицатель- 
ны количества, которыми изм®разютея длины, пройдевныя въ по" 
слвдовательномь порядив переменною точко№ю, а черезъ х раз 
втояще, па воторомъ остановалась эта движущаяся точка’ оть 
точки 0, мы всегда можемъ написать равенство: 


==а-Ь-Не-а--... 


Душ круза. 


$ 3. При изучены вруговыхь функшЙ радусь мы всегда бу- 
хемъ принимать за еливипу. Пусть () (черта. 2} есь крУГЪ; перуж- 
ность его выражается черезъ Эт, з квадранть (четверть окружности) 
череъ 5. Пусть 4 есть неподвижная точка окружноети, а М — 
движущаяся отъ точки А вЪ направлени АВ, уваванномъ стрёл- 
ЕоЮ; Дуги ВЪ этомъ направленш мы будемъ считать холожмипель- 
ными. Дуга АМ въ начал движеншя равна нулю; затвиъ она уве- 
личиваетея и достигать значеня 2х, когда движущаяся точка воз. 
врадается въ точку отправлен:я, Можно представить, что движене 


а" В -ь 


продолжается и далФе, такъ что дважущаяся точка можетъ описать 
дуту, состоящую изъ одной или нёсколькихь окружностей, Если 
движен!е точка М происходить въ направлени, обратномъ раземот- 


н—< 


Черт. 3. 


рЪнному, то опвеанная дуга будетъ отрицательною, по абсолютной же 
величинь она пройдеть всё значенйя, начиная съ 0, Такииъ обра- 
зомъ, дуге круга есть количество, принимающее всевозможныя 
значешя, огъ — < до += <. 

Неподвижный конець 4 первиВнной дуги АМ называется на- 
чалонь душ. 

Если а обозначветь одну изъ дугъ, оканчивающихея въ одной 
и той же точЕВ М, то вс тавТя дуги х выравятся фориулою: 


= о, 


гдв № веть какое-угодно цфлов чисшо, положительное, равное нулю 
или отрицательное; ‘дёйствительвно, двф дуги съ общимъ началомъ 
и обяимъ концомъ, могуть отличаться одна отъ другой. очевидно, 
только на п®лое число окружностей. 

$.4. Дополнитольный и гополнительныя дуги.—ДеВ положитель- 
ныхъ дуги, или одна положительная, & другая отрицательная, из» 
зынаютея дополнительными ИЛИ дополнемями одна относительно 
другой, аели ихъ сумиз рарка одному квядранту, или, что одно и 
то же, я . 

ДВ дуги НАЗЫВАЮТСЯ пополыиштельными ИЛИ пополнещями ОдИа 
относительно другой, если ихъ сумма равя& полуокружноети, или, 


что одно и то же, *. 


Опредълене трилонометрическихь вин, 


$5. Ведемь черезь цевтръ круга О (черт. 3} ДЕЪ взаиино- 

перпендикулярныя прямыя Оз и Оу, переебкающуя окружность 

соотифтетвенно въ точкахь А и В. ДаяЪе, ведемъ черезь точки 
1* 


т 


*ди В прямыя Дл и Ву, соотвфственнф параплельныя Оу и Ох 
и одинаково еъ вими направленныя: изъ Геометри извъстно, что 
пряныя ЛД и Ви будуть касательными къ окружности. Ваковецъ, 


ъпродолжаенъ прямыя: Ох, Оу, Аг и Би соочьфтетвенно по направ“ 
‚зевямы 0х’, Оу, Де’ я Ви. 

Примемъ за начало дугъ точку 1 и вв направлешще позожитель- 
ныхь дугь направлене оть А къ В, по которому движется пере“ 
мфишая точка М. Кром того, согласно привципу, полошонвому 
въ $ 2-мъ, длины, отложенныя на прямых др и у’у отъ точки 0, 
будуть считаться положительными, если он взяты соотввтетвенно. 
въ направлемахь Оли Оу; ввоборотъ, ов будуть считаться отри- 
цательнымв, всли взяты въ направдени 0х’ или Оу’. Точно такъ же, 
ДЛИНЫ, ОТЛОЖеННЫй Ба 45 ОТЪ ТОЧКИ Д й нь и’ь оть точии В будуть 
считаться положительными въ направяени Д; или Вы; наоборот, 
онф будуть отрицательными въ направцени 47 ини Ви. 

Обозивлимъ теперь через х положительное или отрибательное 
Количество, выражающее перемФиную дугу, конець которой М мо-- 
жеть занимать всевозможных положев{я на окружности. Опучваемь 
перпендикухярь МР яз 42 и перпеядикулярь МО ва уу; про- 
должаемъ рамусь ОМ до пересёчеюя съ и’и въ точ 5 и съ #5 
въ точкФ Т; ведемъ, наконець, черезъ точку М касательную НЕ, 
нересфкающую уу въ Ни 57’ въ Е. Длина 00 или ей равная МР, 
взятая съ надпевацимь знакомъ, есть сынусь дуги х; длины дАГи 
ОК; взитыя также съ надлежещими зваками, суть ммушенсь и се- 
кансь дуги 2. "Раквыъ обравомт, можно высказать елёлующн опре“ 
двленя: 


Синусь души есть положительное чаи опирщантельное колычество, 


8: 


хоторымь измпрлется мернендикулярь, опущенный изь конца душ ма 
Фаметрь, прозодлийй черезь начало. р 

Тазленсь душ есть положитеденое или отрицательное количество, 
которымь измтряется отурьзокъ касаительной, яроведенной въ начйль 
души, ‘оть мочки кабамёя 90 вотрьчи съ дизметромь, проходящимь 
черезь конець душе. 

Секпмех ду воть молоинительное или отртиоптовьное количество, 
хоторммь измъряется опуньюкь Фаметра, проходящан черезь начало. 
дуиь оть центра до воуьчи съ касательной, проведенной въ конииь душ. 

Босинусомь, котаненсомь и косекансомь Дуги называючся синусъ, 
тангенсь и секансъ дополнительной дуги. 

Обозналяемь, какъ вовгда, через 2 перем#нную дугу, конець 
которой есть М; можно утверждать, что если точку В принять 
за новое начало дугь и новыя положительный дуги отечитывать 
въ направления отъ В къ 4, то дута ео — = будеть ованчиваться 
ТакЪ же, какъ п х, ВЪ ТОЧЕЁ №, Въ самомт дфЕ®, чтобы описать 
дугу = — <, мы можемъ изъ точки В, служашей ея началомъ, 
пойти сперва въ Точку 4, а затбыъ изъ точкя А описать или 
дугу— <, принимая за направленю положительныхь дугь назрав- 
Зен!е оть. В къ 4, или же дугу х, предполагая, что положительныя 
дуги идутъ въ направлен отъ 1 кь В. Очевилно, что такамъ 
путемь мы прядемъ въ точку М, 

Отсюда вытекаетъ, что косинусь дуги д есть длина №9, ила 
равная ей ОР, взятая съ надлежащимь зизкомъ, а котангенсь я 
косекансъ той же самой дути будуть соотвЪтственио длины, разныя 
3В8 яОН, рвятыя каждая съ надлежащимъ знакомЪ_ 

Синусь, тантенсь, секансь, косинусь, котангексь н косеканеъ 
дуги х обозначаются слфлующимъ образомъ: 


их, ацех, вест, созж, со, 608е62; 


ихХЪ НАВЫВАюТЬ эмрыюнометвическими аинбяни ИЛИ кууовыми фунх- 
чвями. 
Измънеце труионометрическихть лин. 
$6. Изслвлуемь, какъ изыфняютея вс шееть тригонометри- 


чесвихь ливЙ дуги х, когда сама дуга ивыфияется оть -|- со 
до о. 


Когда = возрастаеть отъ © до ни _ то всф шесть тригономет- 


рическихь лин! остаются вое время положительными; эта возрас- 
тветъ отъ 0 до-|-1, проходя черезъ вс промежуточныя значен!я; 
Чапег воврастаеть отъ 0 до -|- со и #665 воврастаеть оть 1 до-|- 2. 
Три остальныхь ливш, наоборот, уменьшаются: совр отъ 1 до 0, 
собх оть-|- со до и совесх отъ -|- 2 до -- 1. 

‘Такимъ образомъ, если обозначить черезъ с убываюдую ноло- 
жительную дугу, им®ющую предфломъ нуль, то 


эт 0—0, 5059 
Чаше 0 =0, сё Пи 
3е60—=--1, е08ес Шо 


Еогда = возрастаеть отъ + до -- т, 51а и с03еех остаются 
положительными, но четыре остальныхъ тригонометрическихь линия 
будуть отрицательными; зтх убываеть отъ -|-1 до. 0; фапрл в08- 
растаеть оть — со до 0; зесх позраетаеть оть — со до -— 1; 08% 
убызаеть оть 0 до— 1; сх убываегь оть 0 до — со и созесх 
нозрастаеть отъ-|-1 до -|- <>. Такимъ образомъ получаенъ: 


ар ша (+: —=— ©. зе Ша (= =. 


я ь 
ши =0, 608 —ь 
Чай 0, со Ни ( — =} = — со, 
веет 1 (ар 


Когда 2 возрастаеть оть |- = до -|--_, аррх и 6062 снова 
двавются похожательными, но четыре остальныхь лиБи будуть 
отряцательныма;, утх убызаеть отъ © до — 1; 1варх воврастаеть 
оть 0 о --<2; зесх убываеть оть —1 до— 05; 082 воврастаеть 
отъ —1 До 0; с0ф2 убываеть отъ -- со до 0, и совесл возрастаеть 
оТЬ — 02 до —1. Такимъ образомъ получавиъ: 


Когда х возрастаеть отъ 57 20 2%, 032 и зесд становятся 


положительными, но четыре остальныхь лини будуть огрицатель- 
ными; зтх возрастаеть оть —1 до 6; млех возрастаеть отъ — со 
до 0; зевд убываеть оть {со до -|-1; ©0вт возрастаеть оть 0 
до -|-1; сх убываеть оть 0 до — с0, и созесх убываеть оть —1 
ло — со. Такимъ образомъ, 


Чалево (8 :) —- °, ве (2 6) = 5, 


и 
812" 603 21 ==-|-1, 

бапв 2" со ша (2—5) == — со, 

зе 2==--Ь 0056 Вт (2 — в) == — ©. 


Когда д ставеть возрастать отъ 2т до 4т, отЪ 4т до 6=,..., 
то воф шесть тригонометрическихь лин будуть принимать пе- 
рюдически тБ же самыя значеши и въ томЪ же свмомъ порядеВ. 

Когда х убываеть отъ 0 № — 05, 6035 и зесх проходять 
т же самыя знечешя канъ и тогда, когда 2 возрастаеть оть © 
до +2; четыре остальныхь тругонометрическигь лии прини- 
мають по абсолютной величин также тб же сахыя’ значення каЕЪ 
и тогда, когда г возрастаеть от 0 до -|-с>, но по внаку будутъ 
протявоположены этимъ пПоелёднимъ. Это провфряется непосред- 
ствеЕно, если замфтять, что концы обЪахь дугь х и —х, равныхъ, 
но противоположенныхь. по знаку, расположены съ одной и той же 
стороны уу’ на одинаковых разстоявяхт, отъ 2х’. Такимъ образом, 
каково бы ни было 2, 


зш (—#} = — зщ. 608 {—2) == 6082. 
Чана С-2) = вх. 60 (—я=-— с, 
вее (—2) = веех. совев (—=) = — созесл. 


ЖЕ 


Далье, такъ какъ тригонометрячесяя лини принимають снова, 
ч%. же самыя эвачен!я, когда. прибавляють къ дуг® оОЬНОе 
число окружностей, то, каково бы ви было х, 


608 (рт ж)-=е08х, 


604 (25 -- = 
овес (= -- =) 


тд Е обозначаеть какое-уголно иное чиеню, положительное или 
отрицательное. 

$7. Пусть 2 есть какая-нибудь дуга, положительная или отри- 
цательная. Очевидно, что концы двухъ дугь хи х-|- т наХОДЯТеЯ 
ва одномъ и оиъ же Маметр®; елдовательно, ихъ сануеы, во- 
синувы, секансы и косекавеы фавяы по абеолютеой зеличнив и 
протввоположны по зваку, тангенсы же и котангенсы` одинаковы 
какъ по абеодютной величинв, такъ и по знаку. Такимь образомъ, 


эт (е я)==—зштя,  сов(к-[- 2) == 08а, 
908 (=-- = вщрх, со (ЕН) ==е0, 
зее("--==--зеся, созес(х--) == вовесх, 


Фупещиа жал п с06% по помфлашотол при увеличоша 2 на = 
поэтому товорять, что эти функщи- перюдическя и что к есть 
амплитуда перюда пли просто перфодь. Равнымъ обравомъ, четыре 
оетальныхь триговометрическихь хив1я суть тавже перодическя 
фунящи отъ х, во ихъ перодъ разенъ 2х; дЬйствительно, мы ви- 
Х®ли, что тригонометричесяя лиш. не измфваются при увеличе- 
в\а г на цфлое число окружностей. Предыдуция равенства пока- 
ЗЫВАЮТЬ, 970 5х, 6082, ввел и созеех измфяятся тольно по знаку 
при увеличения х на полупер!одь х, 

Изывная въ послфднихь равенствать х нв —хи привимая во 
внимаше формулы предыдущаго параграфа, получаемъ: 


ЗН" 2) Ча, вве(— #)==—608х, 
4812 (=-5)= - вах, сот) =:— со, 
зес(я—1)==— вех, — ©0566(=-—и)—созесх, 


откуда СЛЁдуеть, Что синусы и косеканеы попознительныхь дуть равны 
по абсоакинной величинь и одинаковы по знаку, а косинусы, татенсы, 


котнпенсы и секансы такихь диз равны по абсолютной величить, 
но пропивонолоены по знаку 


В ИЕ, 


Изъ дзухъ предыдущихь групть равенствь выводим иепо- 
средетвенно: 


вт [(2%--1) ===] === ных, совой де] 


—608 2, 
__ бт = тара, соббееыа) =Е-Не0ы, 
зее (2-1) <] зеся,  свочес[(2#-|-Пкеа]==сееозеел, 


при чемъ # обозначаеть позожительное иля отрицательно» плов 
число. 

$8. Изъ изсдЬдован!я, произведеннаго’ въ $ 6-мъ, вытекяеть, 
что синусъ и косинусь изифняются только въ`предфлахь оть —1 
до --1; секансь и косеканеь пранимають воевозможныя эначеня 
между --1 и, -|- <> и между —1 и — 2; наконецщь, тантенеь и 
вотанренсь привимають воевозножныя значе между — оо и -|- оо. 

Весьма важно замфтить, что каждая изъ тригонометрячаевихь 
лин дуги, х принимаеть во тф значешя, кашя она можеть при- 
вять при неопредёленномь изыфаеши х, и тогда, когда 2 измф- 
инется въ промежуткВ только двухь квадрантовь. Такъ, нанр., 


= 
когда 2 иомфнаонся оть —— 2 до |, онпусь, тангонел, котат 


тенсъ и косеканоь принимають ве заячен!я, возможныя для этяхъ 
тригонометричеехихь лин; а ебли х измфняется отъ 0 ло т, то 
косипусъ, тангенсь, котангенс и секансь принамають вс тв зиа- 
ченя, кая они могуть принять. Наконець, если принимать во 
ввимане только абсолютныя значеня, то всБ шесть тригономет» 
рическихь лин примуть веб, возможныя для нихъ, значеня при 


пзыфени дуги оть 0 до 2, илЕ отъ тюки... 

Часто быраеть необходимо, когда задана дуга 2, найти другую 
дугу между 9 я а такую, которая, независимо’ отъ знаковъ, ` 
вифла бы тВ же триговометричесия лини, что и х. Для этого 
достаточно вычесть изъ д наибольшее, казое можеть въ нем со- 


держаться, дЪлое число полуокружностей, позожительное или отря- 

цательное, такимъ образоыъ, чтобы половительный или отрицатель- 
= 

вый остатовъ -5 а по абоолютной величин быть бы меньше 5. 


Дуга а будеть имбть, независимо оть знавовъ, ТВ же тригоно- 
метричесыя лини, что их. 


— 10 — 


Дузь, соотяътетвующия данной триононетрической лини. 


$ 9. Изъ предыдущихь разсужден!й вытекаеть, что каждому 
значевию дуги между — со и -|- оо соотвфтетвуеть только одно 
определенное значеше для Ефждой взЪъ ея тригонометричекихь 
дин, & одному и тому же данному значеню одной изъ тригоно- 
метричеснихь лин соотвфтотвуеть безчисленное множество зна- 
ченй дуга. Весьма важно умфть опредфлять во дуги, соотьфт- 
ствующя данвой тригонометрической лини, по одной изъ нихь; 
сейчасъ мы хадимъ рБшене этого вопроса. Пусть, какъ и прежде, 
_А есть начало дугъ; у’у— ливня, на которой наносятся синтсы и 
косекансы; х'хлишя, на которой навосятен коейнусы и секансы; 
э'з и и'и—пинм, на которыхь наносятся соотвётетвенно тангейсы 
и котангенеы. ь 

Сывусы и носеканеы — Пусть -|- 08 или —00'’ есть данный си- 
нусъ (черт. 4); велемъ черевъ точку 0 иля ©’ параллельную 04; 
эта параллель перёсфчеть овружноеть въ двухь точкахь: Ми № 
или М" в М". Очевидно; что всякая дуга, соотьфтствующая дан- 
вому синусу, будеть окавчиваться въ одной изъ этихь двухь то- 
чекъ; обовначииъ черезъ х какую-нибудь одну взъ этихь дугъ. 
Можно утверждать, 170 дуги я и т—« будуть окавчаваться с00т- 
вЪтетвенно въ Ми М’ или въ М" и М!". Въ саномт дёд®, пред- 


положимъ, напр., что х оканчивается въ М; чтобы описать дугу 
«а, идемь снячала изъ А озъ А’ по дугВ АВА’ роодЪ чего 
намъ останется описать дугу —я, а это приведеть насъ въ точку 
М', потому что мы останавливаемся въ точк® М, когда описы- 


= 


ваемь дугу --2, исходя изъ точки 4. Итанъ, всякня дуга х, соот- 
вфтствующан данному синусу, иметь общ конець еъ одною ивъ 
дугы а или п — <; значить, принимая во взамание $ 3, мы можемъ 
написать: 


д айт-ра нии == фт-|- 


=" 


гАЪ В убозначаеть каков-утодно цБаое число, положительное, рав- 
вое нулю или отрицательное. 

Пусть, во вторыхь, {- ОН или — ОН’ всть данный косеканет; 
вели изъ точекъ Н или Н’ провести по ДВ касалельныхь къ 
окружности, то точки касаыя: Мн М' али М" и М" будуть 
концами дугь, соотвфтствующихь данному кобекансу. Поэтому, 
если обозначать черезъ хи я кавя-нибудь дв® авъ этихъ дугь, 
то получнит, какь и въ предыдущемъ случе%, 


==9е--0 пли 2%) а. 


Носинуеы и сенансы.— Пусть -|-- ОР вали — ОР’ есть данный во- 
синусъ; ведежь черезь точку Р или Р’ перпендякуляръ къ ОА; 
этоть периендикулярь перзобчеть окружность въ дьухь точкахь: 
Мам" оли М’ и М’. Очевидно, что всяказ дуга, соотвфт- 
етвующаял данному восинусу, будеть оканчаваться въ одной изъ 
этихь двухЪ точекъ; обозвачимъ черезъ а какую-нибудь одну изъ 
этихь дугъ. Дуги а и —о будуть оканчиватьея вь Ми М" или 
въ Ми М"; звачить, воякая дуга х, соотвфтствующая данному 
косинусу, будеть имфть общИЙ конецъ съ одною изъ дугъ: 2 или 
— а. Отсюда заключвемь, что 


ДЕЯ а, 


ТДЪ К есть кзкое-угодно цфлое число, положительное, равное нулю 
взи отридательное. : 

Пусть, во-вторыхь, |- ОК иля — ОК' веть данный сованеъ; 
если изъ точекь К и А’ провести по двф касательныхь въ окруж- 
ности, то точки касаыя: Ми М”’ или М’и М” будуть кондема 
дугЪ, соотвётствующихь данному секансу. Поэтому, если обозна- 
зить черезъ х и а кавыя-нибудь двВ изъ этихъ дуг», то позучамтъ, 
какъ и въ предыхдущемъ случа, 


вена. 


А 

Тансенсы и котангенсы. — Пусть -- АХ иди — ИЛ" есть даВаЫЙ 
тангенеъ, & -|- В5 или — В5' данный котангевсь; ведем прямую 
черезь центрь круга и через ковешь даннаго тавгенса или котан- 
генса; эта прямая перес®четт окружность въ двухъ точкахь: М и 
СИ" взяв М’и М'". Очевидво, что всякая дуга, соотвётетвующая 
данкому тантенсу или котангенсу, будеть окличиваться въ одной 
изт. отихь двухъ тоцокт; облензчиыт, чередт, л какую-нибудь одву 
изъ этихъ дугъ. Дуги а и х--а, очевидно, будуть оканчиваться 
пли въ Ми М", иливъ М'и М"; поэтому, всякая дуга г, соот 
зётствуюжея даниому тангенсу вли котангенсу, иметь общай ко- 
нешь съ одною изъ дугЪъ: а или *--а и, слФдовалельно, 


о т-ра ил инок ха (08-1) -[а 


или проще 


х=фт--а, 


при чемъ & обовначаеть какое-угодно цлое число, положительное, 
равное нулю или отрицательное: 

Все это приволать наеъ къ слблуюпимъ ‘сняты ямъ: 

Зрнобы 0% думе’ имми одинь в тоть же синусь или ‘один и 
тот» же косеканеь, необходимо и достаточно, чинобя равнялась или 
чхь сумма нечетному числу полуокружностей, или ить разность чет- 
ному числу полускружностей. 

Чяобы деь души имтли одинз и тоть ее косинуеь заме одинз и 
тота ове екансь необходимо и доспииточно, чтойя чить сумма зи 
чить разность равнялась итлому числу: бируожностей. 

Чтобы деъ душ имюль оинь и нить же питненсь шир одинь 
зпоть же котатенсь, необходимо и достаточно, чтобы разность этиать 
дут равнялась чъдому числу полускружноетей. 

$ 10. Если положить 


У2=втя, или уюлех, или увел, или..., 
то также пипгуть 


х—=атсяпу, или х-=аеацсу, или. х—агезесу, или.... 


т.е. х==0думь, симусь которой есть у, т==дуть, тонменоь которой 
веть у,..-; эти выражены, эгсау, ..., кавъ ввдно изъ преды- 
хущаго, являются не впожя# опредфленными, потому что бви до- 


— 48 = 


пускаютъ безчисленное множество энален!Й для каждаго значеня у 
Четыре выражен!я: агозшу, агфапоу, агсеобу, агссозесу будуте 
внолнф опред®лены, вели условитьея, что ихъ значеня постоявнс 
остаются въ предёлахъ между — в--5; равнымь  обравомъ 
вырашенйя: агсеозу в атсзесу будуть опредфлены, если услорятьса 
3то ихь значешя оствютея постоянно въ предфлахь между 0 и г. 
При таконъ ограничени шесть выраженЁй: 
агезшу, агсапеу, агозесу, агссозу, агесогу, аго6озесяу 

могуть быть разематриввемы, кзкъ функцщи отъ у, что мы и вя- 
димъ въ высшихь Частяхь изтематики; ихь навывають обратными 
хруювыми функщями. Въ противоположность этамъ послфднимъ 
тригонометрическя лини называются часто прямыми круювыми 


функиями. 
Соотношенан между тризонометрическими линёвни одной и той ое душ. 


$ П. Между шестью тригонометрическияя дишями одной а 
той же дуги сушествуеть лаять различныхь соотношейй, которыя 
мы теперь в выведемъ. 

Пусть 2. (мерт. 5} воть положительная или отрацательная дуга, 
ковець которой М лежить въ первомъ квадрант6 А.В; тогда 


ОИ=ь, 
тд == МР, 1алвх= АТ, в 0К, 
60854=0ОР, —в0х= 8, совесх = ОН. 


Изъ треугольника ОР. находимЪъ: 


ИР -=0м 
также прямоугольные треугольники МОК и МОН дыють: 


ОК.ОР=ОМ, ОН.09=0М 


2 
: 
т. . 


РИ 
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наконещь, ивъ подобныхь треугольниковь: ТОА и МОР, В05 и 
М00 выводимъ; 
ТА _ МР 5В_ м0 


Од ОР’ ОВ 09° 


Эти пять разенствъ ногуть быть написаны въ одфдующемт видь: 


в? 2-09 #=1, (® 
8661 .603%=1, {2) 
60865 .Ш7=1, (3) 
& 

$ <) 


Это м есть тБ соотяошевйя, которыя мы желали получить. Изъ 
нихь можно вывести нфоколько другикъ, тоже важныхь, соотно- 
шенй. Такъ, напр., изъ равонствъ (4) и (5) посредетвомь дёленя 
похучаемъ: 


п В 
ит , (6) 
также равенства (2) и (3) даютъ: 
ИЕ : 
вы = @) 
1 
603055 = 5. {8) 


Эти новыя соотношеня покавывають, что соб, весх и овес ©0- 
отвфтетвенно обратны фалёт, с08д и ваз. 


Изь ревенствъ (4) и (5) выводвмы: 


реа 1 
В ИИ 
ет ох дыр, 
рев р 0 т 
а дит, 


лв, въ силу соотношенй (7) и (8), 


зе -|-бапе?, (9) 
созе?#==1-{-с0йх, (10} 


Эти два послфдвихь равенства могуть быть донаваны непосред- 


НЫ Чая 


ственно; въ самомъ дл, прямоугольные треугольники ОТА в 
ОБВ дають: 


2 


бе =0д’--АТ, 9 


а 510 и есть не что иное, жакъ соотношевя (9} и (10}. 

$ 12. Чтобы вывести формулы: (1), (2), {3), (4) и (5), мы оред- 
положила, что конепь луги х нахолится вЪ перяомк квядрант®, 
но ве трудно замфтить, что эти формулы справедливы п въ общемъ 


случаЪ. Въ самомъ дЪлЬ, каково бы на было положене конца М 
на окружности, непремвнно найдется ($ 8) н®которая дуг& между © 


® =, которая будеть имфть, независимо оть знаковъ, 16 же три- 


тонометричесяя лиШи, что и х; отсюда сафдуетъ, что соотнотен]я: 
(1), (2), {3}, (4) и (5) всегда справедливы для абоолютвыхь зна- 
ченЙ тригоноиетрическихь лин. Далфе, соотнощене (1), содержа- 
щеё только квадраты эх и созх, будеть справедливо во вофхъ 
случаяхъ; остается показать, что 00% части каждаго изъ равенствь: 
(2), (3), (4) п (5) всегда инфють одинъ и тоть же внакъ. Мы видфли: 

1) Что с05л н весх оба положательны, если конець дуги д на- 
ходитен въ первомъ или въ четвертомъ квадрантЪ, и ба отрица- 
тельны въ двухъ другихь случаяхъ, 

2) Что вх и совесх оба положительны, если конедъ дуги х 
заходится въ первомъ или во второмъ квадраятЪ, и 0б& огрецв- 
тельны въ двухъ другихь случаяхъ, 

3} Что Чат и с0ёх оба положительны, если конец дуги г на- 
ходится въ первомъ или третьемъ квадрант (въ этихъ случаяхь 
Зшх И 605х или оба варазъ положительны или 06а варазъ отрица- 
тельны); тв же тритонометричесыя ляши об отрицвтельны, есля 
конецъ дуги х находится во второмъ или въ четвертомъ хвадрантв 
(вЪ этихъ случаяхь зшл и с08х противоположны ио знаку), 

На основанш этахЪ занфчанй и на основан правила умно- 


что обв части каждаго ивъ соотношений: (2), (3), (4} и (5} всегда 
одиотб” знака. Слдовательно, эти формулы справедливы для вобхь 
значен!й х, 

$18. Изъ соотнощенНЕ (1), (2), (8), (4) в (5) можно вывести 
значешя вакихъ-угодно пяти изъ шеств тригонометрическихь лини 
въ фучкии оть шестой, текъ, напр. 


ее 


сова УТ зщ. апт 8 
ит — ;. — В 
Ут 

Ъ 
РН ЕИН: 
И: 

1 
#— 8104 * 


При этомъ всегда нужно помнить, что воли извфотна какая- 
нибудь одна тригоноиетрическая линёя дуги х, то не вс остальныя 
дин овредфлияются вполиб, 'анъ, напр., если дайъ 3х, то зна- 
чен!е созесх является внолнф опредвленнымъ; для четырехь же 
другихь лин могуть быть опредлены только ихъ абеозютныя 
значеня. Другими словами, изъ дурь, синусь которыхь данъ, одни 
будуть так, для которыхь косинусъ, тангенсъ, котангенсь и се- 
вансъ положительны, в друг —тавя, для которыхь тв же ляши— 
отрицательны, 

Часто бываетъ необходимо знать Зпх и 6057 по {а15; предпо- 


ложимъ, что даняое звачен® {апрх имветъ видъ дроби ео пишем: 
мия. 


НО 2 
э0°х-}- 20525 и, 


откуда 


в08 = 


Ут” 


въ этихъ формулажь радикаль Ут’ дошкень быть вазть съ 
однимъ я тфыъ же знавомъ, но самый знакъ является неопредБ- 
ленвынъ, ы < 


Такъ хакъ дугв т равна своему дополнено, то 8 равенъ 


зт =, а слбдовательно, 


121 о 


далВе, по предыдущему, находимъ; 


я 
в 
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Формулы, относяиияся къ сложено дуть. 


$ 14. Синусъ и косинусъ.— Постараеися опредфлить синусъ я ко- 
синуеь стымы двухь дугъ, зная свнусъ в косинусь этихь дуг. 
Обозначамъ черевъ а и Ь двф положительныхь дуги, сумма кото- 


рыхъ не превышаеть >. Пусть (черт. 68) А есть начало дугъ; 
отлощимь АМ=а и ММ-5 М можно принять зв начало дуги 5, 


а М-ва конець ея; въ такомъ случа 
в--ь= АХ. 


Ведемь: №0 перпендикулярно къ радусу ОМ; МИ, ОГ МР пер- 
‘пендикулярно кь 0.4 и ФН параллельно 04; попучаемъ: 


та = МР, вва= ОБ, 

зто == №, с035=04, 
10 (а--9 = МЕ-= 07+ МН. 
с08(а-|- = ОВ = 01 — 9Н, 


Разоматриваемъ теперь подобвые треугольники МРО и 010; 
они дають: ” 


9г _ от _ 09 
ИР” ОР ОМ’ 
отЕудв 
ат МР. 09 — ипасоть, 01—92.09 — сзосоь 


"Треугольники МИРО и МОН также подобвы, потому что сто- 
роны ихъ взаимно перпендикулярны; сядовательно, 
ы ин он _ №0` 
ОР РоПИ 


м. в, ииРОЖКОвЪ, ТРИТОНОМЕТРЯ, 
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откуда 
МН= в. == 008 аш Ъ, он= МР — зтазшь. 
Итакъ, 
зп (а-- 5) = 16 6055 -| совать, (1) 
03 (а) = 008 2608 5— паз. [83] 


$ 15. Эти формулы, (1) и (2), доказаны только при томъ пред- 
А что @ и 5 положительны я что сумма ихъ ве превое- 


ХОДИТЬ 5 покзжемъ, что онф справедзивы дня двухБ какихъ- 
угодно дугъ а я $. 


1. Формузы (1) в (8) справедливы для веявиль значенй в п ` 
между о и . 

Зная, что эти формулы справедливы для случая а =, пред- 
положим теперь, что аЬ> = Пусть а’и $' будуть допозне- 


щами ап В пода а’ И и, озбковаяельно, 


вт (# -РЫ) = ра’ со -|-с08а' 68’, 
608 (@’ == 608 8' с03 8’ — та’ зш'. 


Тавъ какъ сизусы двухъ пополмительныхь дугь равны, & коси- 
вусы равны, но противоположны но знаку, то, замвная а’, Ми 
а! Ы ахъ зваченями та, Е —ьи *— («-- 8). получимъ 
какь разъ трабуеныя формулы (1) и (2). 

2. Если формулы (1) в (2) оправедьивы для деуть ду а в Ь, то 
онт останутся справедливыми и тофа, кофа к одной изъ нить при- 
бавить т 

По предподожению, дуги а и 5 удовяетворяють Фортавыь (1) 


в (3); полагаем -=а | к и звыфияемъ а на а’— 5; паходимъ: 


за (е--ь ы == эй |@ - ов Ь-|-с0з ( 5) зв, 
= 


608 (ев = (= _ Зе ое — э Ее 
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аная жа, что при веякомъ г 


эт (= = (5—2) =— 0082, 
‘ов ( _ 3) = 60 {= — =) = я, 
мы предыдущя формулы можемъ переписать въ слёдующемъ вид: 


608 (а’-- 5) = 008 6'е08 — Эша" вт Ь, 
зи (а'-- $) = па’ со Ъ-|- с0за' 6, 


Отсюда видно, что формулы (1) и (2) остаютен справедливымя и 

тогда, когда а замвннемь вЪ НигЪ ив а’, или, что одно и то же, 
т 

нае. 

3. Формулы (1) и (2) справедливы для веевозможоныеь полосюи“ 
Зтельныхь значенй в и Ъ. 

Въ самомъ дёлЬ, предпохожикъ, ито положительныя дуги ай 
<одержатьъ соотефтетвенно, первая 94, & вторая » квадрантовъ, и 
пусть 

а=ти-а', 5= 


ть, 


тдФ дуга а’ и #, каждая въ отдёльности, меньше одного квад- 
ранта; пишемт; 


эт (а’-- 5) = за’ с08 В! -|- вов а’ за", 
608 (а' -|- ') == 008 &' 008 а' — зва’ зп 5". 


А тавъ конь по предыдущену эти формулы ослолутен справед- 
ливыми и тогда, когда мы прибавикь послфдовательно т разь 
> къ Рин разъ = къ ', то формулы (1) и {2) приложимы, 
поэтому, и ЕЪ двумъ какимъ-угодно положительнымь лугам аи$. 

4. Формимы (1) и (8} сираведливы для всевозноженыхь значений а в В. 

Это предложене доказано для случвя, когда 066 дуги авф 
положительны; предноложимъ теперь, что, но крайней ифр®, одна 
изь этихь дугъ отрицательна, и пусть & обозначаеть достаточно 
большое дёлое число, пря которомъ 24<-- ==’ и 3=--5=% были 
бы положатольными; въ такомъ случа 


зи(а'--Ь') = эта" с08ё'-|-соза’ 8", 
воза! Ь') = сова’ соз в! эта’ вт". 


— 90 — 
Заивняя же д’ черезъ 2#х-|-а, $’ черезъ 2&х--$ и припоминая, что 
при зсякомь х . 


эщ(акт-а)-=На, сов(айт-- а ==сова, 


пожучимъ формулы: (1) и (2). 
Итавл, общиоеть формуть (1) и (9) доказаыа вполн%; ел дуеть 
замётить, что каждая изъ этихь формуль можеть быть выведена 


‚въ другой поередотвомь зам®ны д иа ат, или $ на ь-- 5. 
ИзиЪняя въ формулахь (1) и (9) $ ва — $, находимъ: 


зщ (а—$)=314 6055 —созащЬ, {3) 
608(4— 6) = 0846036 ша зизЬ. {4) 


$ 16. Не трудно вывести, на основани предыдущаго, синусъ 
и косинусь сумиы какого-угодно числа дуг по синусамъ и коси- 
нусамъ этихь дугъ. Пусть, налр., а, $ и с обовначаютъ три какнхь- 
нибудь дуги; пишемъ; . 


вл (а-- 6-е) == вика Б)сов с сов(а-НИзше, 
вов {а--6-- о) = сов (а- НВ) сов — заказе, 


хехе, развертывая вщ(а--5) и с0з(а-5), получаемъ: 


зш(в--5--) == сс совс--816 сова 008С 
-{ Яо сова с03$ — та веБеше, 
с08(а-- 5-1) ==еова созф сове— сова меб аше 

— воз та те— с03с ыпа вь. 


Опредфливъ такимъ образомъ синусь и косинусь сушиы трехь 
дугь, мы можемъ составить формулы для синуса и хосияуса суммы 
чатыпатт: лутт, и т д. 

$ 17. Тангенсы и котангенсы. — Выведемт теперь формулы дая 
тангонся в котантенса сумиы двухъ дугь соотвфтетвенио по тан- 
тенсамъ или котангенсамъ этихъ дуть, 

Пусть д и Ъ будуть двв каюя-нибудь дуги, положительных 
иви отрицательных; пишемъ: 


алве--о = 


к В 
Для числитель в знаменатель э10й дроби на с0за 6085, находим: 


_ апва-- ааа 
8-6) = Чая апв5- (5) 


Изыфная же въ этой формуль 6 на —4, получимъ: 


алаа — 0п5о © 


1—5) = ра аьвБ" 


Чтобы пывть соа-|Р5) въ функши оть софа и с086, достаточно 
припомнить, что котантенсь какой-нибудь дуги есть обратизя фунв- 
Щя оть тантенса той же дуги; равенства (5) и (5) въ тавомъ слу- 
ча5 перепишутся въ слёдующемъ вид: 


201 с06—1 1-4 софа её 
ооо ты, боб, 


На основанш выведенной формулы для 4ап6(а-|1 $) не трудно 
похучить таигенсь сумыы какого-угодно чиела дугъ вь Функшя 
оть тавгенсовь этихъ дугъ. Пусть, напр., а, 8, с обозначають три 
вавля-нибудь дуги; пишемъ равенство: 


Й Чар ъ) и 
апр (а--5-- = ве 


а а аходинъ: 


заменяя же Чаае(а--В) его Значение» 


{апр -- лауео - апдо — аоачелв о чавес 
} 
иае--6-- 0 = 1 влроавко — наро лве ав Чаряо" 


Опредёливъ такимъ образомъ тазгенсь суммы трегь дугь, можно 
вывести тангенсь сумиы четырехь дугь, и т. д. 


Нькоторыя важния формулы, емведимыя из» формуль, отновящится 
хо сложению ду, 


$ 18. Формулы: 


ат (в- В) та с03Ъ {сова 8шб, 
соя (а-|-==60806085— зта зб, 
зп(е—5) = та соз5— созазиы®, 
608 (8-6) = 60840085 Е та тб 
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ва а- = 
зт(ая--5)-— а) 2е08а тЬ, а) 
е03(а- В) е08(а— В) = 20084 воз, 
608 (а-$)—с0(а-- В) = ще зЬ. 


Пусть теперь 
ар 6—0; 
тогда | 
1 1 
а=5ф-+9. 6=5(-—9, 
я предыдуибя формулы примуть видъ: 
зшр-- пав (реву (2—4, 


про Ва (р--доов- 1 (е-НФ, & 


совр рева 2ова- (Р-ев (р 9, 
6034 — 08 2—2 ча +9 02-9. 
Повяёдании формулами пользуются очень часто; посредетвомь ихъ 


вуныа или разность двухь сидусовь или двухъ косинусовь пре- 
образовывается въ проявведеше синусовъ или косинусовъ, 


Также можно выразить поередствомъ ` произведенн сумму или 
разность синуса и косинуса. Въ самомъ дВлЬ, 


совр аш (5 в) 559; 


прамфняя же формулы (2), получаемъ: 


с08р-- та аз (1 29) сз (= р 9), 


совр ваави( т 20) 208 (1—2. 


(3) 


Дфдя по-членно формулы (2} одну на другую, находиыъ рядъ 
ещв слбдующихь важнытхь формулъ: 


Зор-- #04 мар |-9)005 (р —9 НЯ 

эр 19 1} 94) щф-о’ 

пр 04 _ ИК О 

совр -овза ивр — ЕЕ 9, 

Зар-- ива 60509 

соед сояр ануса 0 @— 9, 

Зара _ 51329 

евр -робзя = ира) = 188 — 4). (4) 

эпрбвте _ сора) 

сова — возр = зоо) — “ОН Ф-Г 9, 

403-0084 08 февр 9 

081 —с05р ЗПИФ 
== + доме - 9. 


$ 19. Также можно преобразовать сумму или разность двухъ 
тантенсовъ въ произведеще тригонометрическихь лян!й. Въ самомъ 


ДВ, 


эта __ чер _ 51206056 3 созаши 


а ВВ вот ив озавыф 
или 
11 (а + 5) 
запба про = ре ; (5) 


подобнымт же образомъ 


(6) 


оба 
сое ааеь = < (1) 


ФобаЕ со = 


Воть еще одна формула, которую слФдуоть заиЪфтить, Перемно- 
жаенъ по-членно два равенства: 


312-15) = 9180085 -- созазВ, 
зщ (2-8) = 1126086 — 60898105; 
получает: 
вт (а--5) ча (#«— 5) = 12а 095 — соо зи 
1 — 1125) чшга — (1 —зн?а) зи 
‚ = (1 — в08°4)08% — (1 — ©0876) сова, 


или, ЧТО ФДНО и 30 же, 


в (а-Е5) а (@— 5) == а —в1% | в) 
:08*6 — сов. | 
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$ 20. Сумма носинусовъ или овнусовъ ряда дугъ, расположенныхь 
въ ариеметичесной прогресем.—Дано я дугь: 


вл а-Рь, а %,...  а-®— 1. 


Пусть $ обовначаеть кзкое-угодно цфлое число; по $ 18-иу 


Зв “ 608 (в--) == (не *) ва (о ъ). 
Нридавая $ постфдовательно значеня : 0, 1, 2,.... (#— 1), на- 
ходимъ: 


я ы ъ Е в 
25-5 с08а в («+1 в (@ ), 


Зв сви -- 20 = 9 (#-- №) —вщ(-5%), 


За - сов -- (и — ина (2-2) — за (2-8). 


Эти равенства скзадываемъ по-членно и дЪлаемъ приведен!е: 


защ [она оо (а-№) сов --24) --...--оо-и- == 
ею 
отвудь 
сова -|- с08 (8 ++... Низ [в-+@®—1*]= 
_ ва (о-в) — в (—%) 


; 


29п р 
нанонецъ, преобразовывая числитель посл®дняго выражена по одной 
изъ форыузъ 8 13-го въ произведен, получаемъ: 

сова + с08 (а-- №) - 08 (а-- 28) -[.... 1 ооз[4-1®-—-ПН= 
‚4 ЭЙ сов (а ^) 


5 
1% —- 


— 25 — 


Если въ этой формулЪ измЪНВТЬ в вЪ = -а ив нь —1, 10 
булетъ: 
вша (2 -- М-ва... {ва --е--м= 
в в (а Е) 


зш -^_ 
Р] 


Дв% послфяея формулы даютъ несьма простыя выражены для 
суммы косвнусовь и дтя суммы синубовъ я дугъ, раоположенныхь 
въ ариеметяческой прогресош. 


Умнозееша дуть. 


$ 21. Выражовй з02а и созда въ фунищи отъ зта иди отъ 05а. 
Если въ формулахъ: 


зщ (а --5) = 960085 -- созаз®, || а 
603 (&-- 5) — созасоз$ — зтазшё | 
положить $==а, то будеты 
31 3а = 25146084, @) 
вов а == сов?а — ва 


Эта формулы (2) дають возможность опредфлить эначеня 3120 в 
<083а въ функщи отъ вто и отЪ сова, Желая выразить эти значеня 
въ функщи только оть вша или тодько отъ сова, ны должны замЁ- 
вить воза черезь У зт?а или зте черезъ У; такииъ 
образомъ получемъ: 


ния” 


ито а = 9 


{5) 


6082а==1 — 2817а = 26093 — 1. 

Важно замётить, ЧТО сова выражается ращонально вт, фувенув 
оть сова или отъь миа, тогда кавъ эта веть ирращюнальная 
функцуя отъ вша или отъ сова. Отсюда вытекает, что если известно 
значене зто али сова, то с088а звляется вполн% опредфленвымь; 
что же касаетея вт2а, то вполи опредёленнымъ будеть только 
его ‘абсомотная величина. Покажемъ, оть чего это происходить. 


ей: 
Задаеиъ сначала значене вша ий полагаень 
вла == 5. 


Дуга ‘а будеть. вифть безчисленное множество значенёй, опред» 
ляемыхъ ($ 8) по формуламъ: 


а: 2% -|-а, в=(2%-|-1)"= а, 


ГДБ а обозначаеть одну опредёленную дугу изъ вефхъ, синуеъ во- 
торыке равенъ $; поэтому, вначеня вш24а найдутся по формулам: 


зп? а зат -[ 23) == ва, 
зт2а — эт (4й -Н 2" — 24) = — в 2а, 


& с052а-—-по форнуламт: 
60824 == 608 (4йк -{- 24) = 00824, 
6052 со (акк -- 2 — 24) 0082. 


Отсюда видно, что эта можеть принять двоякое зналеше Е чада, 
тогда Кавъ с033а принимает только одно значене 00824, 


ТВ ше разсуждешя справедливы и тогда, когда дано соза. 
Пусть 
с083а==5; 


обозвачимъ черезь а одну фиредёленную дугу изъ воёхъ, косинуеъ 
хоторыхъ равенъ $; значевя а опредфаятся по формул: 


з аа 
и, слЬдовательно, значетя зш2а и с083а будуть сявдуюния: 


за == (4224) -=-5 да, 


Итак, з02а выфеть хва равныхь, но противоцоложныхь но знаку, 
значеня, тогда кавъ с052а имфеть только одно. 
$ 22. Выраженя 53а и с093а въ функцм отъ за наи с03а.— 
Келя въ формулахъ (1) положить ь==За, то получамт: 
За ==811060324 | созавтЗа, 
50836 = 608960324 — Ш а3124; 


В 


эти формулы посл замфны въ нахъ 32а и с092а ихъ знолеяями 
изъ уравненй (2) перейдуть въ слБдующя: 


Ш За=8500003?'а — ва, 4) 
5088 а соз’а— За а сова, 


выражающуя 3034 и с083а въ функци отъ зта и соза. Замвняя 
вЪ первой изь нихъ 605?о его значешемъ 1—я?а, а во второй 
виа его вначешемь | —с03а, находимь: 


13а = Зыша — ава, 6) 
60834 —= 4609'а— Зс08а. 


Эти формулы ноказывають, что миа и с038а выражаются 
ратонально, первый въ функши отъ за, а второй въ фувеши 
от сова; напротазъ, зшЗа есть иррашональная функщя отъ соба, 
& 6053а— ирращональная функщя оть знь. Отсюда вытеваеть, что 
КОГДА ДанЪ зша, то за3а опредвлень внолиф, & с0зЗ3а явяяется 
опредфленлымъ только по абсонютной велячин, наобороть, когда 
данъ ©0340, 70 с083а опредвленъ, # уиЗа ибтъ. Можно покавать 
посредотвомь такихь ме разсужден!Й, вакь н вь $ 21-мь, что это 
такъ и должно быть, 

$ 23. Вная значеня зт(т— Та Й с08(н-—1)а вЪ функша от 
Эша И 03а, мы найдемь значеня Нина и совзна, полагая 5—(т-—Па 
въ равенствахт (1), которыя перейдуть въ такомъ случа въ сд} 
дующя: 

Эт ма = 8112608 (% — Иа -|- совазт (я — Па, 
сова = с084608(т — Па — зтазт(в — 1), 


и вамвняя въ посаёднихь зт(и-— Па и 60 (м—1)а ить извфот- 
ными вначевями, Понятно, какимъ образомь можзо вычислить 
постепенно по этому методу значеня зщ4а и с034а, з0ба И с085а 
зъ функции оть зла и 6050. Мы ве ставемъ производить даньнЪй- 
шихь выкладовъ, а дадимъ вносл®детв!я ') обшйй методъ, по кото- 
Тому составняютел непосредетвенио значеня зта й со9чиа, ка- 
ково бы ни было цфлоз число т. 


1) Сы, Саре (7-А.}. Дояолнеще кь „ Теори жрумвихь функш и“. Пер. М. В. 
Широкова. Сиб. 1902 г. 


— 98 — 
$ 24. Вырамени 1апр2а и 18053 а въ функцм оть {апаа. — Ясля 
въ формул: 
ео Е, © 
положить ф=га, то позучитен формула: 


Зала : © 


а т ади? 


выражающая (а052а въ фуякщи отъ виео. 
Если въ формул (6) положить $=2, то получитея формула: 


которая посаё замвны въ ней 1апё2а его вначешемь изъ фор- 
мулы (7) перойдеть въ сл6дующую: 


__ Зов а — 10а 
ЧаЗа ава 
Вообще, если извфотно значене ‘ад (и —1)а въ функщи оть 
18184, то Запезиа выразится формулою: 


Задеа + ве (я — Па’ 


Чата 21 ода Бава" 


Итакъ, можно вычислять посяфдовательно значешя фала4а, 
1апрба, ..., которыя вс выразятся рашонально въ фунещя оть 
1а09а. Впосафдетвш 1) мы дадемъ общее выражен!е ‘апта вЪ 
фузкщи отЪ 4815. у 

Выражете сомив въ фунеци оть софа выводитен непоеред- 
ствеяяо язь выражешя фавета въ Функши отъ 1апка; напо.. ва- 


мфняя въ формулв (7) пра и Чака соотвЪтетвенно черезъ 
1 


1 
зд Й биба» НАХОДВМЪ: 


2) См. Серве (7--А.). Дополнеще кз ме хруювыль функц". Пер, М. В. 
Пирожвова, Саб, 1902 г. 


— 29 — 


Дьлеще дуг. 
$ 25. Выранена зш-а и аз въ фувнщи оть соза. — 
Нитрмъ (8 21): 
1 га 
а 2 а— 
608 — вШ' а 608@, 
1 ВЕ 
21 Че 
99° а аш ра в=1 
изъ этихь равенетвъ опредёляемъ: 


1 сова 
2 


1 ы 
605" - Ра ‚ в? 


откуда 
т т 03а ых № У й 
=== НЕ Е 
5087 а у 5, Ша 


Отсюда видно, что для 8 и зшта впоянф опредфленными. 


являются ихъ абсолютныя вепичивы, знаки нфтъ. Такой результать 
можно оправдать т$ми же соображен ями, какими мы пользовались 
въ 8 21-мъ. Пусть $ ость данное вначене 094 и я— одна опредфления 
дуга изъ вобхъ, косинусы которыхь равны $; вначен!я а, для Кото- 
рыхь соза=, опредфляются по формулЪ: 


0). 


в = 


елфдовательно, значення ва и в а будуть: 


езта воз (5 $). зшта за (в $). 
При № четномъ эти формулы обратятся въ слёдующия: 


В А 
свое, тра ва. 


а при ® нечетномъ въ 


=. 1 а 
085 а=— 60894, ЗШуа == а, 


— 30 — 


отсюда видно, что ИЗкЪ ева можеть принять двоякое значене 
в а, такъ и зи В а— двоякое зналеве Е за : а. 
Н 1 
Еогда дуга а дана, то знаки при што й при 608 5а явия- 
ются извъетвыми, и эти количества жожао будеть. вычислять по 


форнуламнъ (1). 'Гакъ, напр., зная, что косйнусъ дуги Е равенъ 


я (8 13), ны по формуламъ (1) получйкъ синусь и коеннуеъ 


дуга > именно: 


$ 26, Выражения вита и созта въ фуннщи отъ в в-—Подстав- 


лян въ формулы (1) выфсто сова его аначен!е 5 УТ — вв"а, на- 
ходимъ: 


станете луз а, 
, зе а =у тут. . : } 
р 


впрочемъ, можно получить болфе простыя выраженя. Въ самомъ 
ДВдЪ, иаъ формуль 


1 ИЕ УЕ ЗЕ 
Запас заза, 608 за. 


повредотвомъ сложешя и вычиташя выводямъ: 


откуда 


Вр 


и, елБдовательно, 


1 (ИГЕзте-=уТ ща), | 


ЗоТЕяле=ИГ— 819). | ® 


Въ этихь двухъ формулахь берутся заразъ верхн или заразъ 
нижн!е знаня Бакъ вн скобокъ, такъ и внутри скобок, но въ 
каждой взъ нихь въ отдёльности знакъ передъ скобвами не зави- 
сить оть знана въ скобкахь. Такимъ образомъ получается по че- 


й 1 В 
тыре вначешя какъ ддя с08 > @, ТВЕЪ и ДЛЯ Зт 54; замфчательно, 


что исб значеня для сов а будуть также значенями я для зп За. 


Чтобы разъяснить такой результать, назовемъ черезъ 5 данное вна- 
чеще зша и черезъ © одну опредфленную дугу изъ вефхъ, синусъ 
которыхъ равенъ 5; такъ какъ значеня а выразатся формулами: 


=== в==(2-10= 


то значоня для сов та и ча будуть 


совок (= 


1 р 
Зита (== + 


При & четномъ эти формулы даютъ: 


1 1 1 (= 1 ) ры 
608 5@а=5085 4, 608-5а==608\-5 — 5 1) --Вта а, 
т 1 1 = } а 
тата, И а (5 да = 6054, 


а при # нечетномт: 


— 38 — 


Отсюда видио, что совта и вм, каждый въ отдфльноети, им- 


ть четыре зкаченя: ов Та, зЕзта. 


Когда ‘дуга а дана, то вваки вря зто и пря бота эвляются 


пзвфетными; иромё того, мы мощемь сказать. какая изт двутъ 
функщй имфеть бдльшую абсолютную величину. Это замфчаще 
дветь возможность опредфжить въ каждомъ случа т знаки, ка- 
516 нужно выбирать »ъ Фформулахь (2), чтобы получить значеня 
для ета и для шута. ` 
$ 27. Выражене та въ фуннии оть фалра.Взыбнвя въ, фот- 

мулв: 
1але2а 


а черезъ За, находаиъ: 


полагая же 
ыще-ь тона, 
получаем уравнене: 


В —1=0, (8) 
откуда 


==еУ вы © 


Выярлимть, чтй прохотивлиюи эти дне корня урав 


за 3}. Пусть 


а бухеть одка опредёленная дуга изъ веть, тантенеь воторыхъ 
равенъ 5; значешя а опредфаятся по формул: 


==й®-а, 


и, слбдовательно, значеня х по формул: 


— 33 — 
При четномъ значеви #, равномъ 2%, эта формула даеть:. 
ха (= -|- 3.2) = ищи в, 
ири нечетномъ же значен {, равномъ 2и -|-1, она дзеть: 
= ща (п-- 5-5 а) = ив (5 + а) = 5 


отсюда слёдуеть, что х имфетъ два’ значеня, вита и — виа, 
произведене которыхь равно —1. 

Еюгда дуга а дана, то не трудно опредлить, какой изъ двухъ о 
хорней уравнен (3) равенъ {едр-о а, потому что мы будемъ знать 
наперед», ваковъ знакъ при этомъ тавгенсё. Пусть, ввир., дано, 
что вв Т==1 и тробуотся найти ‘адр ; Эна, что {апр 2 п0ло- 
жителенъ, и полагая $=1 въ формул® (4), находимъ: 


$28. Можно выразить ащта въ фувкщиа оть ата и еза 
посредетвомь одругихь, весьма часто употребляемыхт, фориулъ, 
Пашемъ: 
п 1 1 1 
1 зтоа 29 ася а 25 да 
але та т = } 


1 1 1 
а 21 т Е 
208 @ 2008 а 25а 085 а 


примфняя предыдупйя фориулы (88 21 и 25), получаемъ: 


1. — за 16а 
а реза == ша 


Замвняя эра его зналенвиъ ИТ — с0з?а, находимь еще фор- 
мулу: 
11/6056 
виа 1 созо* 


829. Уравнеще, изъ котораго опреджлиется с08 5, гда дань сова. 

Еези въ формул: 
` 60834 ==4608°4— 30034 

м. в ПБРОЖНОЬ, ТРИСОВОМЕТРЫЯ, 3 


— 34 — 


подставить ; зыФето а, то будеть: 


ив 8“ _ Га: 
60844608 3 30085; 
полатая в 
а 
сова =Ь, с =, 
ришемъ: 
Е 5 
ЗВ 
Е 47—41 =0. 


Составленное урввиен!е— третьей степени и изъ Алтебры мы знаемъ, 
что онб иифеть три вещественныхь корня. Доказать это можво 
ел®дующимъ образомъ. Если х есть одна опредфеннвя дуга изъ 
вефхь, косинусъ которыхь равенъ $, то значен!я“ а ‘опредблятея по 
формул: 


= ка 
в, садовательно, вначеня х будуть: 


а 
=), 


тд Е должно придавать всевозножныя пфлыя значен!я, положи- 
тельных, равныя нулю или отрицательвыя. Но, каково бы ни 
было Ё, можно возгда написать: 

ХЕ -ь 
ТД® $ есть одно ить чисель : 0, 1 иля 2; ед$доватольно, 


я ‚жж, < иж, а\. 


имфють соотвётетвенно таве же косинусы, какъ и дуга: 


а 2 « 4%“ а 
рэ, 


— 86 — 
закаючавит, что у имфеть три различныхь вначеня: 
в = а ща 
835, в (3-3), (1+) 
и другихь иифхь не можеть. 


8 30. Уравнеще, изъ нотораго опредфлнотвн ат ; ‚ когда данъ яп. — 
Если въ формул 


10 За — ЗЕ а — 48 3а 
подетавить 5 выфсто а, то получится: 


ЕЯ 
эта = — 481"; 

полагая же 

а 


зта=т5, ат з 


ны 
будемь имёть уравнев!е: 


при чемъ замфчаемъ, что оно выводится изъ уравненя 8 29-го по- 
средствомь изыёненя $ на — 5. 

Выяснимь теперь, что представяяють тря корня этого уравнешя. 
Пусть а обозначаетъ одну опредфленную дугу изъ вефть, синусь 
которыхъ равенъ $; тогда значеня а опред®лятся по формулвыъ: 


ана, = (рта 


и, слёдовательно, значеня х будуть: 


Полагая #—=3я-ь, ГАВ $ можеть принять одно изъ значенй : 0,1,2, 
мы послбдя форкулы перепитемь въ слёдующемь видь: 


== ре а (9 + 


== а (2як 1 ры 3) зы (# 


— 36 — 


Но такъ какъ дуги: 


то = будеть им®ть три слвдующихь различных виачен/я: 


. ми, (+2), (1) 
и другихь вифть не можеть, 

$ 31. Уравнеще, изъ нотораго опредБляется тв, ногда данъ. 
Зап а.— Если въ формул ы . 


Залей — апе’а 
ее 


подставить * выфото а, То получится: 


а а 
_ Зав вой. ь 
ь 1—9 
полагая же 
й [2 
Заза =, а ==, 


будемъ ныфть уравнено: 


которое по освобождеми отъ зивменателей и перенесеня воёхъ 
членовъ въ первую часть приметъь видъ: 


2—3 — 32-60. 


Отсюда видно, что поставленная задача свелась къ уравненю 
третьей отепеня. Выяснамь, что представляють Борни этого ураз- 


В 


нешя. Пуеть а обовначаеть одну опредёленную дугу изъ ВОЖЕЪ, 
тангенсь которыхь равенъ 5; тогда значен]я а опредфлятся по фор- 


нуль: 
вк -|-а 


я; слфловательно, знёченя 2 будуть: 


а 


авт) 


Полагая $ = 3-4, ГДЪ $ есть одно изъ чисель; 0, 1 или 2, пере- 
пишемъ предыдущую фориулу въ слёдующемт видВ: 


а в (*к-- = ша (=); 
отеюда слфдуеть, что 2 иметь три различныхь значен!я: 
ым $. вы(1). вы (7+). 


и другихь иыЪть не можеть, 
ели бы данное значене > было безконечно огромнымъ, то 
уравнев1е относительно х свелось бы въ уравненно второй степени: 


37 —1=0, 


1 1 
которое имфеть только два корня: |= и -——-——, Съ другой же 
+, з Уз 


стороны, такъ какъ =, то выражешя для корней уравкешя 
относительно х будуть 
к п 5х 
м05з, ($5, Чале; 


звачать, при $ = < одинъ изъ корней этого уравнешя является 

5 
безконечностью, а два другихъ приводятся 5Ъ ще Е] ты 
Сявдовательно, 


= 38 — 


:$ 32. Вообще, есяи ЛАНЪ ва, соза или 1апра 'и. требуется по- 
лучать и, во. или ла то начинвють съ составлена урав- 
леня, которое дветь ати, сочиа ИЛИ Иапата въ функц отъ 
Эа, сова или ‘аа; далфе, подотавляя = выЪсто а, получають 
уравневе относительно искомой неизвустной, Это уравнене, смотря 
по оботоятельствамь, будеть степени ж или 2и. Въ Донолнени 
хь «Теори пруювымь функий» *) мы двдамъ полиов развите 
этого важнаго вопроса, а теперь только вамфтимт, что опредёлее 


зп &, сов или Чао а. зависить только стъ уравненй, второй сте- 


‘пени, есзи эн. есть степень 2; дФйсхвительно, найдя вмз, ев & 
или аш та въ функщи оть вша, ‘боза ии 1апва, мы моженъ 


точно такимъ же образомъ найти 1%, 205%. и Чаща, а, вов. 


и мое... Е 


Опредълеще трионометрическихь лин нвкоторыть дул. 
$ 33. можно вычиелить трагонометричосыя лини безчисленнаго 


множества дугъ между 0и < посредетвомъ простыхъ ивнхеченй: 
Евадратвыхъ корней. у 
й пт х 
дуги, выражающиюя фориулою 5*=--— Исходя изъ дуги > -, мы мо- 
жемъ получить по методу, изложенному въ 8$ 26-м и 26-мъ, си- 
нувы и косинусы дугъ: 
хпх 


8.16, ., 


а потомъ сивусы и косинусы ихъ кратныхъ. ДЪйствительно, 


ИЗ, 
вт Уз 2+уз 
16 Е] ы 


1) Пер. М. В. Пирожковя. Сиб. 1900 г. 


— 89 — 


вадонтъ, по которому составлены эти формулы, очевидень, Такимъ 
обравомъ, каковы бы ни быхи цфлыя числа т и я, можно вычие- 
лить носредствомь простыхь извлечен! кзвдратныхь корней си- 


эт 
нусь и косинуеъ дуги -д» и, олвдовательно, также и друМя три- 
гонометричесвйя лиши этой дуги. 
вт 
$ 34. Дуги, выранающияся формулою 3.2=— Дуги = и, бухлучи 
взаимно - пополнательными, имфють одявъ и тоть же синусь; 
поэтому 


Ел зо ы 
Ш = = 03 =, 
или 


т 208 > 
= 268 5, 


откуда 


Исходя изъ дуги =; получимъ по методу, изложенному въ 
$$ 25-мь и 26-мъ, свнусь и коеинусъ дугъ: 


вт 


им. : 


Ы 
Е 


Отсюда видно, что можно вычислить въ ввадратныть радикалахь 


— 40: — 
: . : ит а а В 
триговометричесия лини дуги у.дв, Каковы бы ин быши иёзыя 
числь жи н. 


$ 35. Дуги, выражающуяся фориулою с. 


перемнолжая эти двё формулы, находинъ: 


= 9 
4608 т 608 5 


первая часть послёдняго равенства равна удвоевной сумы ©08 — - 


нии, что одно # то же, удвоенной разности свт — 


— Е ; снбдовательно, 
2 св". 
20; 5 5 


зозвышая это равенство въ ввадрать и окходывая съ предыду- 
щенъ, получаемъ: 


® РЗ 
| 


откуда 


208 т - 08 


Зная, такимъ образомъ, сумну и разность косивусовъ дугь * 


2 р 
вх, выводимь непосредетвенно значевя этихъ косивусовъ: 


Оть вначенй сов а и с08 =. не трудно перейти въ значенямъ 
й 


зп я в = въ самомъ дВлЬ, 


вт г = = ИБ, 
Вт 08-2, = Иру 5. 
Исходя изъ дуги о. мы получиыъ съ помощю премовь, изло- 


женныхт въ 88 25-ымъ и 26-ыъ, сивусы и ковинусы дук 


и - г 
30° 40°} 


экю значить, что мы можемъ получить въ квздретныхь радакалахь 


тригонометрачесвя линн дуги 5.58, Каковы бы ив были цёныя 
числа жи я. 
$ 36. Дуги, зыравающиея формулою зе. Такь вакъ 


‚я я а 
вок и 5-0, 


совр 60в 5 я 205 п. т 0 и; 


подставляя же выфото синусов и косинусов дугъ - 
значеня, найденныя выше, находим: 


ви = И10485—И В (15, 
208 УЗ УлоауЕ + Си5, 


откуда с что мы можемъ вычислить тригонометрачесяя 


лини дуги рая пря ломощи простыхъ извдеченй квалратныхь 


корней, каковы. бы ви были пфлыя чиоль яр и я. 
$ 37. Дополнимъ предыдущее язложенше таблвцею синусовъ и 


восинусовъ дугь, кратныхь >. Булдемъ исходить ивъ фориулъ: 


данныхь въ предыдущемъ параграф. Полагая послФдовательно 
въ фориульхт: 


Ре и 
виа = УГ па УТ ви, 


605 -за== Зв У!- эва 


= 


Пе 

тУ5-УБ, 

= Уз-НУБ- тУ5_—У5 

Е ме 

щ-=-- ИУ — + У3—У5, 

ЗЕ ов 85 = 1 УБ-НУБ {1 ЗУ 
20 20 4 4 


наконець, имжемь ещо: 


8= 
Эт =603-5- 


Итакъ, сводя все въ одну таблецу, пяшемъ: 


во тов = РУЗ У 15-8 
зп = ав = 1. 1-5), 


=-РУБ УЕ — 1 У3—У& 


=1 5 
= =Та+и5, 
ТИ тУз—уь, 


81 59 = 608 5 = 3--И5- т УБ-Ув 


Прн помощи этихь формуль можно вычиелать сивусы и косн- 
нусы дугъ; кратвыхь =. съ кавамъ-угодно большамь прибяи- 
женемъ. 


$ 38. Также легно составить таблицу сивубовъ и когинусовъ 
я 
дугь, кратныхь те . Девять изъ этихь дутЪ суть кратныя 36 * 
сяЪдоватеньно, ихь синусы и косинусы вошли вь предыдущую 
ь Ь 


таблицу; ереди кратныхь = находятся дуги в: и 2), тавже 


какъ и ихъ дополненя въ 8 34-м иы уже получили сянусы и 
= 
косинусы этихь дугь. Изъ шестнадцати остазьныхь вратвыхЪ 5. 


восемь суть кратных -з_, именно: 


и ихъ дополиен!я; навонець, посл8дизя восемь дугъ, кратныхь отно- 


вительно _, суть одвдующия: 


60 › 5 


и итъ доподневя. Можно получить непосредствевно синувы и ко- 
синусы вовхь этахъ дугь, при помощи предыдущей таблицы, 
примфная тоть же методь, какъ й для дуги дЬйстватезьно, 
стоить только для Этого Воспользоваться тождестявыи: 


= п. «тв 

30 Е 0 о 3, 

2 8х тв 

35 р. з.ы 39 

к 118 

8 ю.® эм. 

= ол 218 Шт, 

оз м: 20 3: 

такимъ образомт, находинъ: 
: 14а ; 
Эр оов И = УЗИ —2у5-1а-И5. 
яп =. (03 19 Ию | 25. - ЗУЗ(1+ +5), 
вт" авик уЗ(-РУЕ) т ЗУ, 
в 1 =008 8: ТУзИю У —1С-1--ИЭ), 
8х 1 = г 

зов 5 а Кьни, 
ПЕ 4 1 м а 
ш = > - 5@ +И5) +3731 : - 
29 а 
зо В Е ЖИЗУю 35+ (-1-5, 
зи Е = 008 ь= а ЗУ —зуз. ЗИзт УЗа+у 


==005 д =3(У3+ ПУЗУБ 


3(/3— ЧУБ-У5, 


ЗЕ ОУ-УБ— 10/5 ПУ 

р 3-1) 3—5 ++ (/3—ПУБ+УБ, 

УЗ ПУ -ПИУЬ 

зЗ-+ОУ УЗИ ПУЗУХ 

#03 ПИБ-УБ— 10/8 —ПуЗ-УЬ, 

бо воза (УЗ-- 0УЗ--У5+ 1 (3—0 У5 
5 29" 


нед НИ Е (Уз—ПИЗ—И& 


нь 


$ 39. По опредфленно $ 5-го синусъ дуги, лежащей между 0 
Я =, равевъ половин хорды, стягивающей двойную дугу. Въ 
частности, сивуеь дуги = есть половина стороны правильнаго 
многоугольника о ж сторонехъ, вписаннаго вь кругъ, рад1усъ кото- 
`раго равен единиц. Отсюда вытекаеть (88 33 и сл®д.), что сто- 
роны квадрата, правильнаго шеетиугольника, равяосторонняго тре- 


угольникя, правильнаго десятиугольника и правильнаго патиуголь- 
вика, виисанныхь ъъ вругь, соотньтотвенно равны 


УЗ ь ИБ 21У8, тУю-зуя 


равным образомтъ, стороны правильныхь 15-угольника и 30-уголь- 
никл, воиезиныхь въ кругь, равны 


«Ию 2у5 — И8(—1--У5), 
ТУЗИю-2у5-—1--И5- 


Такимъ образонъ мы здсь вновь довазываемь предложешя отно- 
сительно квадрата и правильнаго шестиугольника, извфотвыя ваъЪ 
Теометри. Если обозначать черезъ В ражуеъ круга, & черезъ Ди 
Р стороны правильныхь десятиугодьнива в иятяутгольнива, воя- 
санныхь въ ЕругЪ, 0 мы можемъ написать: 


откуда 


э-еь, (о+з= 


Первая изъ этихь формуть ПовооиВАОтЬ 47 кзадратть стороны 
зу ево 
оны правильнию ету, впщеанново въ круп, увеличенному 
на квадрать радуса. 

Вторая формула показываеть, что для получемя стороны пра- 
вильнио деоярицуюльникя, вписаннаю вь круть, достаточно построить 
прямоуюленый треузюльникь, катетиими которазо были бы радзусь круз 
% молодина этою радауса, ‘а затльмь взять избыток зипотенузы этою 


6 


зпреуюльника надь менишимь хатетомь. Ть же самая формула можеть 
быть написана въ слёдующемъ видё: ь 


в_ р 
РТА 
и тогда ова выравитъ, что О воть срадння пропороональнаи мевду 
Ви В—Х, т.-8. что сторона правильно дееятмузольника, внисан- 
ного въ круь, равна большей части радууса, раздъяенноио въ среднем 
и крайнемь отношении. 

Итакъ, фориулы, выведенныя въ 8$ ЗЗ3-емъ и слёдующихь, 
естественнымъ образомъ приводять къ тфиъ постровшямъ, кавя 
‘употребляются въ Геометри при вписыванш въ кругь правильнаго 
чностиугольника и правильнаго десятвугольника; эти же постровейя, 
очевидно, приводять къ поетроешю виисанныхь равносторонняго 
треугольника и правильнаго пятяугольника. Что касается виисы- 
ванЁя правильныхь 15-угольника и 30-угольника, то и это вывести 
не трудно; въ самомъ дфиф, дуга, стягиваемая стороною правиль- 
нато воясавнаго 16-угольнива, равна разности дугь, стягиваемыхь 
сторонами правильныхь шестиугольника и дезятиугольника, что 
мы‘уже замтили выше, 


Заньчаые о соотношенять между различными трионометрическими 
миеёями. 


$40. Формулы, относяюйяея къ сложеншю дугь, а также вов 
тЬ, которыя мы иаъ нахъ вывели, справедливы, каковы ни были 
разематриваемыя дуги; следовательно, тавя фориулы вуть истин» 
ныя тождества, КромВ того, при помощч этихъ формузъ мы можемъ 
прозаволить раяличныя преобряяовяязя ладу пнряжонамы, аяли- 
сящими оть нфеколькихь тригонометричеекихь дин, и, значить, 
можемъ составить сколько-угодно тождественныхь соотношен!й. 

Напр., мы вашли въ $ 35-мъ, что 


изя 


ВЕ 


я е 
а--29щ = 20 о! 


а 
умножая же нё соза, получаем: 
3" 
сова -|- 2 зщ 2 ева == 2 ва 10608а, 


О 


что можно переписать въ схёдующемъ ввлЪ: 


з а) +1 (п а) +1 (6-4) 
= (5—2) +в (2+). 


) 


Разсиогрикъ, во-вторыхь, выражен: 
. В в [о Е 
вша--5шо-|- ве — 4608 5085 608 =, 


въ которонъ а, $, с обозначають вакя-угодно дуги. Послян!# членъ 
равенъ 


оо (бб нео °, 
ила, что одно и 10 же, 
ее те 
о-в ВЕ 


сл®довательно, разсиатриваемое выражене можеть быть перетисано 
въ слфдующемь видВ: 


: оса 
(па {- 2 Е ы 


4 (бие-нат" + 


данве, преобразовывая суммы, заключенныя въ скобки, въ про- 
. ивведея и замфняя посабдый члевъ также произведешемъ 


— 48 — 


полученное равенство есть тождество, т.е. оно справедливо при 
веякахь значенякь дугЪ: 0, 6, с. Отсюда ваключаемъ, что если 
эти дуги удовлетворяют соотношеяйю: 


а----е= (4 Пт, 


РАБ п обовначаеть какое-угодно пълое число, положительное, равную 
нузю или отрицательное, то 
р ь р а ь в 
ва -- зтЬ -[- зве — 4608536095608 = =0. (3) 
$ 41. Чтобы решить, будеть ли данное алгебраическое равен- 
ство иежду различными трагонометрическимя лиями тождеетвомъ, 
или ы%ть, самый общ й шуемъ состоить въ преобразовани этого 
соотношен!я тавимъ образомъ, чтобы одна изъ неопредёиенныхь 
дугъ, входащихь въ него, входила бы не иначе. хакъ только подъ 
знакомт одной и той же тригонометрической лини. Двяфе, распо- 
лагая по отепенямъ такой тригономотрической зиши всё чжены 
нашего равенства и замчая, что коазффищенты при различныхь 
степенахь этой лини должны быть нулями; приравниваемъ ихъ 
ную и получавиь такаиъ обравомъь нФеволько тождественныхь 
соотношен!, содержащихт, одною перемёниою иеньше, чфмъ данное. 
Точно такъ же можно поступать съ полученными соотношеняии, 
ит.д. и дойти такимъ путемъ до соотвошенй, тождеетренноеть 
которыхь очевидна, если только данное соотношен!е представляеть 
тождество. Бпрочемъ, въ большинствв случаевъ не трудно убфдитьея 
въ тождествениости разематриваемыхь формудъ, если воспользо- 
ваться издлежащимъ образом основными формулами, выведенными 
выше, Такъ, нвпр., повфряють непоередственно тождественноеть 
формулы (2), преобразовывая произведешя въ обфихь частяхь 
равенства въ суммы. Что касается формулы (1), то она повфряетея 
немедленно, какъ только мы развернемъ каждый изъ синусовт, 
звходящихь въ пее, 


$ 42. Если разоматриваемов равенство можду тригонометричее- 
ими лишями не воть тождество, но удовлетноряетея при нёко- 
торыхь соотношешяхь между дугами, входящими въ него, 10 
ножно исключить столько дугЪ, сколько тавихь соотношенй, и 
получить въ результатВ такое равенство, которое холжно быть 


— 49 — 


‘тождествомъ. Напр., соотношеше ($) ие тождественно, но удовле- 
творяется, если дуги: а, $, с связаны раленствоиъ: 


ао е=ая-- Пе, (4) 


ГДБ в обозначаеть цвлое число. Чтобы въ этомъ убфдиться, доста- 
точно с вамфнить выраженемъ (4в +1) * —в—$ и показать, что 
результаты 


Че ВЕ? о 


эта --- тб -- зв (в -- 9) — 4055 5 


предетавляеть тождеетво. Цереписываемъ цостёдиве соотношень 
въ елёдующемь видё: 


Отсюда заключаем, что соотношеве (3) воть слфдотвые соотноше- 
ва (4), но что оно боле общее, чВмъ это послднее; хЬйствительно, 
оно поввряетея, по формул (2), не только для значенй а, В, с, 
`Удовлетворяющихь равенству (4), но также и для значен!й, удовле- 
творяющихь соогвошенйо: 


—ё-— 7, 36 —в— т 
сов 82 т Е т 605 — а. | 
3 — $; аь-+е 
+ с05 а 


Только въ очень р8дкихь случаяхь алгебраическое равенство 
между трагонометрическиый лив!ями нфеколькихь дугъ ножеть 
быть ваифнено однимъ вли н®скохькими алгебраическиня соотно- 
шешями между самими дугами. Заканчивая эту главу, мы при. 
ведемъ одинъ такой принфръ. Разомотримъ соотношене: 


пабе 
с03а -- с055 -- сове ==1 +4 тов т. 


5 
Заибкяя въ немъ с03а -— 08$ черезь зе 0—5, или, что 
ъ 
одно и то же, черевъ 2 соз? Ро 6087 $ азы" з ты $, 2 с03е черевъ 
ааа 
1—Зв?> , получаем: 
й 


ев 8 зб в 
(зв авв 005* 5609 9 


М. в. ПИРОЖЕБОВЪ, ТРЕГОВОМЕТЫЯ, 
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или 
ЛИ т 
(За 609 —5 } 1 5 


или, навонецъ, 


поел да ОЕ 
Е Ре о, 


чтобы это соотношене имфло мото, необходимо и достаточно, чтобы 
какая-нибудь одна изъ четырехъ дугь: 


`раввялась ют, кратному полуокружности. Итавъ, наше свотношен!е 
равносильно сисгемЪ четырехь слёдующихь соотношен : 


а (4-1). фаре и О, 
ав Пт, а — = (4% —1)к. 


УПРАЖНЕНИЯ, 


Е Доказать формулу: 


ща (@ бет... = 


тдЬ 5, обозначаеть еумыу тангенсовт и дуть @, В, 0,..- & 8, алмму пропе- 
ведевй по-парно тВхъ же самых» тапгенсовъ, 5, — сумиу нхь произведен 
по три, и т. д, навонець, 5, обознаваегь произведен вебхь тапгенсовъ, п 
вывести изъ этой форнузы выражене ‘ащё та въ фузецун оть баш в, 

1. Доказать, прп тбхъ же обозпаченхь, что п въ иредыдущемь вопрос, 
формулы 


зи ое... = 5-55 —...)6084 .6085. .. 05, 
вое 5 5--с+...-=(1--4—...) 064 „608%. ..в03Ё 


>18 зывости взь нихь выражен зто п собжа въ фувкщи отьаша и 6060. 


Ш, Составить уравневие дал опредфлевы в цо давному соза и урав- 


нене для опредфлев зп т з0 дапнону па. Рёщить оба эти уравненя 
< 


= В == 


й пт: 
въ тьхь спучахь, когда 6 равао одному ше значений 0, я, т, 3, 2, ри 
найти 35 Баждомъ нзъ этихт стучаевъ аначен!е корней. 

ТУ. Окружность круга равхблена, па я равыхь Заетей; ведя нуъ точекъ 
дзейя опустить перлевликудяры ва какой-нибудь уаметръ, то сумма пер- 
лездикуляровь, распозоженныхь съ сдвой сгоровы хаметра, будеть равка 
суммф перзепхивузяровт, расположенныхь сь другой стороны. 

У. Вычислить стороны празильныхь многоутольниковь о 3, 6, Б, 10, 15, 20, 
80 сторопахъ, вяшсанныхь въ вругь, радиуеь котораго равенъ единиц. 

УТ. Найти алгобраляеовое соотлотсис ыслду тониыи дуеми: а, В, с, 
которыя удовлетворяють равенстважь: 


‘опа що + апе --апра вавЪ Чаще, 
са оо в { сове--2608@ с055 со5с 


ТЛАВА ВТОРАЯ. 


Тригономегричесы я таблицы. 


Продварнтельныя предлотенн 


$ 43. Чтобы можно было пользоваться круговыми функщямя, 
нужно знать, какъ найти значешя тригонометрическихь лиш 
какой-угодно данной дуги, и обратно, какъ найти звачеве дуги, 
когда извфетна одна изъ ея тригонометраческихт, лин. Для этой 
цфли необходвмо имфть Таблицу, по которой иы могли бы опред®- 
лять вначеня тригонометрическихь лян, соотвфтетвующихь по- 


В п 
слёдовательнымъ значемяыь дуги иежду О и —_, Доствточво блив- 


кимъ между собою. Ниже мы укажемь на ТБ премы, съ помощио 
которыхь можно составить подобную Таблицу; дало мы увидимт, 
Еакъ при помощи такой Таблицы можно находить трагонометри- 
ческя лиши какои-угодно дуги, и ооратно, каЕЪ находить навмень- 
шую положительную лугу, соотвётствующую данной трагононегри- 
зеской лини. Но еначала мы должны явложять нфвоторыя пред- 
варительныя предложевя, необходимыя для нашей конечной цфяи. 


$ 44. Теорема 1;— Всякая ду, содоржонияся между би 
своею синуса и меньше своего зтамиенса. 


больше 


4* 


— 5 — 


Пусть (черт. 7) АМ шеоть ивкоторая дуга междуди ^, МР— 
евнусъ и АТ тавгенсь этой дуги. Продолжаенъ МР до пере- 


Е 


Чери. 1. 


ефчешя съ окружностью въ точкё Ми водемь касательную 77; въ 
такомъ случа 


дуга МАМ > ММ и дуга АМГ< АТ ТГ. 


Но такъ какъ х есть половина дуги МАМ, или равной ей дуги 
‚АМТ, зта есть половина ММ, а 4апвх равенъ каждой изъ. лин 
АТи ТЕ 0 


ива их ава. 


Слкдетые,— оды думр 2 уменьшается оть —2— 60 0, то отнощене 
ие безтредюльно приближается къ единить» 
Въ самомъ Ха, въ силу равенства ‘апх = мы можемъ 


написать: 
< 


или, по раздфлени на зт 2, 


а 
сов" 


1<— < 


зтх 
Отсюда вытекаегь, что стношене == заключается между едяни- 


цею и дробью ат которая въ предёлф, при г = 0, равна еди- 


ниц%, слфдовательно, 


АЕ А п 2 _ 
Шозия = ии Ни =1. 
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$ 45. Теорема И.—Разноеть между дугою, закючающеюся въ про. 
межутиь отз 0 40 —5; в ея синуоомь меньше четвервиь даже 
зиестой части куба этой душ» 

Дая доказательства, что эта разность меньше четверти вуба дуги» 
достаточно раземотрёть неравенство: 


тр, 


выведенное въ $ 44-мъ; умножая его на Зе 
получаемь: 


: . Е РАВ : а 
та > ая 5, или х— ига" 5; 


2 меньше = и, сяфдовательно, ви’ 5 меньше 


но такъ какъ зп 
й 


д 
г, то и подавно 


В ЕЫ 
2— <. 


ы р 
$ 46. Для доказательства, что разность х-зтх меньше =, 
можно пользоваться различными пыенами; простЬйций изъ нахъ 
состоить въ томъ, чтобы исходить изъ формулы: 


за 3 == Зышя — Феб, 


выведенной въ $ 22-мъ; замбняя въ ней х послФловательно черезъ 
= г 


=...) [Г получаем: 


ш_^ ея? 
п; — г", 


= 2 ах 
За — 8 =, 


умножая эти равенства соотвфтетвенно на 1, 3, 3*,...-, 3* Ти ре- 
зультаты складывая, находимъ: 


За © 


ь В 
г ве 4 (внй 5 Зв? Е +... 3" 3), 


— = - 


сет (вв зе --.. «шт. 
- (5) 
Если цЪлое Число ю увеличивается безпред®льно, то дуга х 


НЕ 
Эт 


отроынтея кт нулю и отпошеше стремился къ одивиц®. 


(5) 
Такимь образомъ, первая часть предыдущаго равенства имфетъ 
предвломь разность #— зшл; сафдовательно, и вторая часть стрел 
мится къ этому же предфлу, Но тавъ какъ синусъ меныне дуги, 
то предфть второй части нашего ‚раенетве меньше продфла, къ 
которому стремится геометрическая прогресс: 


ПР- = 
че +... я) 


этогь послфдяй предвль равенъ 5 и, слфдовательно, 


к 2 
- я— <. 
6 


$ 47. о редыдутия теорзиы дакугь такииъ обравомъ два предфла, 
ди = ‚ между которыми содержится зшх. Отсюда не трудно 
вывести два предфяа, между которыми содержится 052; ВЪ самомъ 
ДТВ, 
сви =1 — 282, 


РИ: ый 
в такъ какъ зщ заключается между 5 п2 —5 то прежде всего 


а 
60#>1—%; 


далфе, _ 
96вя < 1—2 (5 — 5). ля <1— +: 


Е ети; в подавно 


вор < и. 


'Такямъ образомъ со содержится между 1 _= и - + ай 
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Дьзенёе опружнобти. 


$48. До сить поръ мы выражали дуги въ частяхь радуса, 
но въ приложеняхь теорт крусовыхь функц гораздо удобн®е 
выражать ихъ въ частях окружности, Для этой цфли согласились 
равдьлить всю окружность круга ва 360 равныхъ застёй и назвали 
эти части зрадусами, такъ что полуокружность заключаеть въ 665 
180 градусовъ, & квадрантъ 96 градусов. Каждый градуеъ под- 
раздфляется на 60 минуть и наждан минута ва 80 сехундь. Градусы, 
минуты и секукды обозначаются соотвественно °, ', "; дуги, 
меньшая [’, вычисляются въ десятичиыхь доляхь секунды, Т8- 
вимъ обуазомъ, дуга, содержащая 23 градуса 27 минуть 31 се. 
кувду п В десятыхт секунды, ивобразитея елёдующимъ обравомъ: 


23° 97' 31", 8. 
Еели черезъ х обозначить дляну дуги и черезь №М— число гра 


дусовъ, содержащихся въ этой дугф, то мы можемь вапиевль ра- 
венетво: 


изъ котораго находится одно изъ чисель, х пли М, когда иввБотво 
другое. Если за единицу принять секунду, то для опредёленя 
числа д’ секундъ, содержащихся въ дугВ д, пользуются формулою: 


Е г : 
618000" @ 


Если, напр., требуется найти число секукдъ, содержащихся въ. 
дуг, равной 1, то мы напишемъ: 


эная, что = равно 
т — 3,14159265358979323846..., 


и вычиеляя еъ точностью до тысячныхъ долей секунды, находииъ: 


2’ =206264"',806 == 51017'44",806. 


Ооставлее Таблицы синусовь и посинусовъ. 


$ 49. Чтобы получить тригонометричесыя. лини какой-угодно 
дуги, достаточно знать тригонометрическя линм дугь, содержа- 
щихся между 0 и 90 градусамиа, Можно даже огравячаться дугами, 
содержащимися между 0 и 45 градусами, потому что дв дополни- 
тельныя дути, тавйя вакь 45° и 45°, имфють одн® и т же 
тригонометричесыя линш. Кром того, если изефстны синусы и 
косЕнусы для веЪхъ дугъ, содержащихся меяду 0 и 45 градусами, 
то четыре остадьныхь ‘траговожетричеевихь ливш могуть быть 
опредёлены при помощи формулъ, выведенвыхь въ $ 11-м». 

Посл этихь замфчанЙ покажемъ, какимъ образомъ можно ©0- 
ставить Таблаиду сеннуеовь и косивусовь нефхь дугь оть 0 до 45 
градусов, черезъ каждыя 10 секундъ. 

Синусъ и посинусъ дуги аъ 10 секундъ. — Обозначимь черезь = 
длину дуги въ 10 секуядъ; по $ 48-му пазитемь 


060 — 54800: 
выполняя же дВлове, находизь: 
==0,000048481368110... 


ДалЪе, но $8 44-му д 46-му 


Я: < ё И вше>а —* 
и, кромф того, 
$ < 0,0000 00000 00091; 
слфловательно, 
1 107 < 0.00004 84813 68110, 


51110" >> 0,00004 34813 65089. 


Эти два предвла для 1110” инйють двфнадцать первыхь дифръ 
п06хф запятой общахъ и отсюда же видно, чхо съ точностью до 
половины единицы тринадцатаго звака посл запятой 


вт 10" — 0,0004 84818 681. 
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Вычиеслимъ теперь 0810"; по $ 47-му 


#2 = Я р 
$082 >1— и ве 1—5 +57 


& 1акъ какь 2 < 0,0005, ми <, то 


ч< 


1 1 
ао" зом, 


ыы : : 
откуда слфдуеть, что '_— зсть значене созе съ прябляженемь 


0 половины единицы восемнадцатаго знака послЪ запятой. Огра- 
ничивансь тринадцатью первыми цифрами пося$ запятой, находимъ; 


608 10" ==0,99999 99988 248, 


$ 50. Синусы и косинусы дугь черезъ важдыя 10 секундъ отъ 0 
до 45 градусовъ.—Есля въ формулахь: 


зв (а-- 8) Рив (а— 5) = 2с03 та, 
соз(а | В) | сов 8) = 90086 00ва 


положить а=(т-— 1)$ то получится: 


208$ зи (т — 1) — за (т — 25] 
созть = 26088 соз(ль — 1)6 -— сов — 2). [ 


Эш #6 а) 


При $5=10" и ж==2 этя формулы дадуть значевя зш20” и 
60820". Вообще, если извЪетны синусы и косинусы двухъ посл%- 
довательныхь дугъ, вратныхъ относательно $ =10", то по фор- 
мулажъ (1} мы найдежь сивусъ и косянуер слфдующей кратной 
дуги. Заыфчая, кромЪ того, что постоянный множитель 260510" 
весьма мало отличается отъ 2, мы можемъ сократвть вызаслен!я; 


вт. саМОмт ДЕНЬ, полозья 


960810" —=2.--#, 
тд 
=0,00000 00023 504, 


мы формулы (1) преобравуень въ схфдующя: 


[вии — зон -—1 6] = [ви — 1) 6-— вНиеи-Я)5} 13—16, | 
[ев —вое(н-— ОБ Е[еози— 1) вов —2)6] — коозби-—-1)5. | 


2) 
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Эти формулы (9) послужать для вычисленя разностей; 


эти — зщ — 1), | 


в) 
с05тиВ — сои — ПВ 
посредотвоиь предыдущихь разностей: 
за (в — 0 — эти — 2)%, | & 


сот — 1 — в03бв— 26; | 


эти посяёдайх, тавже какъ и зан №)Ь и 03—15, вычисляются 
предварительно. Привладывая затВыъ соотв®тетвенно къ разнос- 
тямъ (3) иввфстныя велячины 51 (и — 1)6 и 608(ж— 16, мы по- 
лучик зрф и 055. 

Разности (3) легко выводятся ивъ вычисденныхь разностей (4); 
въ самомъ двлВ, для этого достаточно вычееть соотвтетвеняо изъ 
этихъ послёднихь произведеня Ёзт(в-— ОБ и #е03( — 0), г 
ыножитель & есть постоянный; упомявутыя произведейя вычис- 
ляются довольно быетро, ебли составить заран®е таблицу произяе“ 
денй К на девять первыхь цфлыкь чиселъ. 

$ 51. Какъ бы ни были утомительны вычисленёя, на ходъ ко- 
торыхь мы только-что указали, вое-таки возможно составить Таб- 
лину синусовъ и косинусовь вофхъ дугъ оть 0 до 45 градусовъ 
черезъ каждыя 10 секундъ. При этомъ всашй разъ слфдуеть опре- 

. дбаять, какое выяне окажуть на вычислнемые синусы и косинусы 
ошибки, накопляюнияся по мёрф хода дфйстьй. Мы исходили изъ 
значен1й 51110” и 60310", вычисленныхь съ точностью де половины 
единицы тривадцатаго знака поел заиятой; предположимъ, что 
во вофхъ послфдующихь вычиеленяхь сохраняется одао и то же 
число № цифръ посл запятой; посмотрамъ, какое значене вало 
придать р, чтобы получить желаемое приближеве. Обозначимъ 
воубще ЗУро5Ъ чи Приблашенное значен о зНии . 10" 


пав совт. 10", 
вычиеленкаго съ р цафрами посдЪ запятой, и черезъ а„ -|- в» Т09- 
ное его значен; тогда каждое изъ уравненй (1) мы можемь пе- 
реписаль въ слфдуюшемъ видЪ: 


ата == ( — (а-я + *ы-1) — (виа вы). 


Такъ какъ ды: И 4», вычиСлены съ р цифрами посл запятой, 
то произведен (2 — })а._, вычисляется также еъ р цифрами посл 


бк 


запятой и а» вычитается изт этого приближеннаго юроивнеден{я; 
разноеть будеть «„. Итакъ, 


2 аа — ана би. 


тдф („ обозначавть положительную или отрицательную ошибку, 
происходлщую велвдотвые подстановни выфето (2--{)а„-, прибли- 


а : 1 
жжоннаго значеня этого проввведен!я съ точноетью до -—, въ 
10 


двухъ предыдущихь уравневй выводимъ: 
Зы (2 — виа ыы; 


но такъ какъ количество :„-1 очень мало <раввительно съ и, 
и не повмяеть замТвымЪ образомъ на высний предёаъ ошибки 
<», если его ввести туда, то мы можем написать проето: 


На виа», 


или 


Цолагая послдовательно ж-=2, 3,..., т и замфчая, что г, есть 
нуль, потому что ВЪ 580 и 050 из входить никакой ошибка, 
находимъ: 


Складывая всё эти равенства, получаем: 


ыы... ыы. 


ыы -1 


тдф каждое изь количествь: <, <... по абсозютной величин 


меньше —. Такъ каиъ то же самое можно свазать и относи- 
10 

тельно ихь средняго аряеметическаго, которое мы обозвачимь 

черезъ 8, то предыдущее уравнея!е перейдетъ въ сзфдующее: 


„+ @®— 1%. 


тв -т 


60 — 
Придавая » послёдонательныя значения; 2,3,..., м, пашемь: 


|-6, 


„, 


530, 


Мени ев, 


откуда, по еложени вефхъ этакъ равенствъ, 


аитете, --0,-{-96,-|-36,--... +16. 


. га 
Зявял же, что абсолютная величина +, <. в, Что абеолютная 


величина каждаго изъ количествъ: 6» 0,... меньше ая что, 


1. 
кромВ того, сунма 1--23--...--(»—1) равна =, 93а 


ключаемъ, что, независимо отъ знака, 


| виа — 1) 
2.10' 2.10 


Опредфлимъ, тепорь, по экой формуд®, какая можеть быть ошибка 
въ синус и косинус дуга въ 45 градуеовъ, заканчивающей нашу. 
таблицу. Такъ кзкъ дуга въ 45 градусовь содержить 16200 разъ 
дугу въ 10 секундь, то полагаемнъ ж-— 16800; предыдушее нерз- 
венство въ такомъ случа приметь видъ: 


16200 ‚ 16200%16199 


Фив за 
откуда и подавно 
а Де ШЕЕ 
дл < РЕ, 


При » =17 вторая дробь равна и и мы получаемъ: 


а 
т и* 


текимъ обравомъ, ошибка въ 31145° или въ 60845° будегь меньше 
четверти «даницы восьмого знака послВ завятой. 
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Изь этикъ разсуждевй вытекаетъ, что исходя изъ значенй 
81110" и с0310", полученныхь съ точиостью хо пожованы единицы 
тринахцатаго знака посл запятой, и вычиеляя съ 17 цифрами 108 
запятой синусы я косинусы поел8дующихь дугь, ны можемъ ру- 
чаться за точность первыхь 8 цифръ посл запятой до самаго 
конца составлея Таблицы, 

$ 52. Но когда приходится производить столько вычислен!й, чо 
необходимо подвергать золучаеные результаты частым повфркаит. 
Также, еще до начала такихь вычиелен!Й, слфдуетъ вычислить не- 
посредетвенно синусы и косинусы н}околькихь дугь, чтобы пря 
хдальнёйшихь дъйстыахь имфть въ достаточном числВ члены для 
сравнен!я; напр., мы хали (88 37 и 38} выражен синусовъ и ко- 
синусовъ дугъ, кратныхъ и т.е. дугь черезь каждые 3 градуеа; 
эти синусы и косинусы надлежитъь ВыЫЗиСлЕТЬь съ Достаточнымъ 
чиеломь цифръ посл запятой; вели промежутокь въ 8 градуса 


окажется слишкомъ значительным, то можно привести его къ но- 
ловинё или четверти, пользуясь формулаки: 


ш =У сова 1 а—1/ 1+ 0084 
эта ое, 608 У: . 


2 

а также формулами, относящимися къ сложенно и умноженю дугь; 
такимь образомъ, не трудно составить весьма точную предвари- 
тельную таблицу синусовъ и коеинусовъ дугь, кратныхъ относи- 
тельно 45 минуть, или, что то же самое, 2700 секундь. Эта первая 
таблица не только дасть возможность новфрки, во и послужить 
также для получен!я большей точности въ вычислещяхь, отно“ 
сящихся къ окончательной ТаблицЪ, потому что синувы и косинусы 
дугъь черезь каждыя 2700 секундъ въ этоиЪ елучав могуть быть 
вычислены со веею желаемою точностью. ь 

'Ызконець. когда вся Таолица составлена, то можно еще поьЪ- 
рить ев многочисленными сиособами, пользуясь какъ тождествоиъ: 


51(90°’ — 2}-|- вп (18° — 2) -- в (18° -- 2) 
== (54° — 2) в (54° |2), 
ханвымъ въ 8 40-мъ, такъ и другими фориулами въ томЪ же род®. 


Хотя можно составить вею Таблину такъ, как указано. въ 
$ 50-мъ, но сл®дуеть остановиться, когда вычислена доведено до 
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дуги въ 30 градусовъ. Действительно, имфя синусы и косинусы 
дугъ черезь каждыя 10 секундь оть © до 30 градусовъ, мы мо- 
жемъ ‘получать синусы и косивуеы дугъ, содержащихся между 80 
и 45 градусами, посредством простого вычитавя. 


Въ саномъ дфяф, припоминая, что в130° т, пишемъ (8 18): 


10 (307 -- 2) - мо (30° —- 2) == сова, 

603(30° -— 2) — 03(30° -|- 2) = 414, 
откуда 

31 (30° -- 2) = 085 - -51 (80 — 2), 

603(30° —- д} == 60$ (30° — 2) — 0х; 


ивъ этихъ фориуль, при помоши небольшаго вычисленя, мы полу- 
чимъ синем и косявусы дуг выше 30 градусовъ, есля изз®етны 
сянусы и косичусы дусъ ниже 30 градусоръ, что вначительно с0- 
кращаетъ работу составлешя Чаблицы. 

Изложенный пуемъ быль прамфвенъ учевыми при первомъ 
состааланя Тябяипь синуспвт и ногипусонт. Аяялияь даль УЖЕ 
методы болфе выгодные, заключающееся въ употреблен!я разностей 
и основанные на формулахь, выражающихь сивусы и косияусы 
въ фунЕщи отъ дуги. Мы вызедемъ эти формулы въ Доиолненёи *}. 


Таблицы лоаривмовь круювыль функций. 


$ 53. Въ численаыхь приложешяхь всегда производатъ дй- 
ств!я валъ погариемами: нужно ли будетъ узнавать логариомы 
синусовъ, коеипусовъ, и т. д. или же самыя тригонометричесяя 
лини. Такъ какъ синусы и косинусы дугъ черезь каждыя 10 с9- 
кундь уже вычислены, то можно составить Таблицу ихъ логарие- 
мовъ, 'Гавая 'Габлица, разъ составленная, даетъ 'Габлицу логарие- 
мовъ‘тантенсовь и котангенсовь по формуламт: 


То батя = 1053105 — 105 6082, 
ох соб == 109 6032 — 105 вп. 


1} См. Серро (5.-А.), Дсполмеще кз „Твори прумешиь функийё". Иер. М. В, 
Пярожвова, Спб. 1902 г, 
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Что васлется секансовъ и косекансов, то они не упогребляютен, 
да я вром$ того ихъ логариомы равны, но противоположны по зваку, 
логариеманъ косинусовъ и синусовъ '). 

Изь Таблиць логариеновъ синусовъ, косинусовъ, и т. д, нанбол6е 
‘употребительны таблицы Каллета; сейчасъ мы покажемъ ихъ рас- 
положен и употреблене, но предварительно сдфлаемъ одно важное 
замБтатю, 

Сивусы и косинуеы дугь оть © до 30 градусовъ, тавтенсы дугъ 
оть 0 до 45 градусовь и котангенсы дугъ отъ 45 до 90 градусовъ 
меньше единицы, —Поэтому ихъ люгариемы отрицательны. Въ Таб- 
лицахь Каллета во избфжаЕе отрицательныхь харавтеристикъ, ко- 
торыя, однако, весьма удобны и желательны при вычисленяхъ, 
везд® прибавлено по 10 къ отрицахельнымт логариемамъ; поэтому, 
всегда нужно отбрасывать эти 10 единиит. 


Раеположене Тадлиць Казлета. 


$ 54. Первая изъ этихъ Таблаць содержитъ логариены сивусовъ 
и тангенсовъ черезъ каждую секунду для первыхь пяти градусовъ 
съ семью цифрами пося$ запятой; но такъ какъ синусъ или тан- 
тенеъ дуги есть въ то же время косинусъ илв котангенсь его до- 
полнен!я, то эта Таблица даеть также логариемы косинусовъ и ко- 
‘тангенсовъ дугь выше 85 градусовъ. 

Градусы проставлены вверху и внизу на каждой странидЪ; ми- 
вуты занимають первую и посдВднюю строку, секунды—первый и 
посяЪднй стодбець. Каждая лЪвая страница содержитъ только си- 
нусы и посинусы, а каждая правая — только тангевсы и котан- 
генсы, какъ нокавываютъ заглазя на этихъ страницахъ. 

Сл®дуюния Таблицы содержать логариемы синусовъ, косивуеовъ, 
тангенсовь и котангенсовъ черезь каждыя 10 секундъ для вефхт, 
срадусонъ четверти круга. Эдёеь также градусы проставлены вверху 
и ввизу на каждой страниц; минуты и секунды въ первыхъ двухь 
стобщяхь слЬра относятся къ градусамъ, проетавленнымъ наверху, 


) Вь Дополнейм къ „Теоры круювыгь функиёй“ (Пер. М. В. Паролвова, 
616. 1902 1.) будуть даны формузы, при понощи которыхь можно вычнозить 
прамо и съ нелаенымъ приблиненшюмь логарномы еннусовь, коспнусовь, тан- 
тенсовъ и котангенсовъ вевхъ дугь. 
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а минуты и секунды въ двухъ послфдвихъ столбцахъ справа отно- 
сятея къ градусамъ, проставленнымъ внизу. 

Третй стоябецъ содержать логариемы синусовъ дугь, градусы 
которыхь проставлены на верху страницы, а минуты и секувды 
въ первомъ и во второмъ столбив. Трет!й столбець озаглавленъ 
38145, НО НАДО. ЧИТАТЬ домрыемы синусовь. То же относятся и въ 
другвмъ столбцамь. Четвертый сголбещь содержыть разности лога- 
`риемовъ синусовъ, какъ показывает самое заглаве; каждое число 
этого столбца приходится между числами предыдущаго и выра- 
жаеть разноеть тёхь двухь логариемовъ, между которыми оно 
стоить. Столбцы пятой и шестой содержать `логаряены косинуеовъ 
„тЬтЪ ще дугь и ить разности; столбцы седьмой и восьой содер- 
жать логарионы тантенсовь и ихъ разности; наконець, девятый 
етолбещь содержитт логариемы котангенсовь тёхъ же дугъ; ихъ 
разности будуть тая же, как и ддя логаризмовъ тавгенсов» ‘)— 
поэтому столбещь, содержащий ихъ, озаглавленъ а8/{етенсез соттитез 
(обшця разности). 

Если обратить вниман!е только на градусы, проставленные 
зВорху па каждой страницу, то можно подумать, что Таблацы илут® 
только до 45 градусовъ. Но, съ другой стороны, им замчаемъ, что 
каждый стозбець имфетъ два заглав!я: тоть, который вверху иметь 
заглаве зиз. внизу помфченъ словомъ созииз помфченный же 
вверху словомъ созйииз, внизу озаглазленЪ словомъ из; то #е 
отноейтея въ тангонсамъ и котьнгонсамъ; слФдовательно, читая 
традусы и названя, проставленныя внизу на каждой странидф, & 
минуты и секунды —въ двухь поелёдиихъ етолбцахъ справа тВХЪ же 
странипъ, мы получимъ логариемы синусовъ, косинусовъ, тантенсовъ 


и котангонсовь градусоръ, минуть и секундъ отъ 45 до 90 граду- 
<овъ. 


1) ДВИстоительно, такт, вакъ 


СЮ _ сео 
Чаи 2 < (=2--1)’ 


зо. взявъ логариемы отъ объихъ чаетей этого равенства, найден: 


Юве (2 -- Л) — Ю5 вв 2 5108 с06# —106 601 (2-5). 
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Употреблеще Тоблиць. 


$ 55. Задача 1. — Зная число редусовь, минуть и секундь, содер- 
эващился 0ъ нокоторой дут, менишей 90 зрадусовь, найти аомтриомь 
симуса, косинуса, татенса пли котатенса этой дут. 

Первый случай.-— ели данное чиело состоять изъ градусозъ, минуть 
й десятковт секупдь, то ищемъ ерачала твело градувозъ вверху 
или вниву страниц: вверху, если это число меньше 45 градусовъ, 
я внизу, если оно больше, Далфе, переходимъ, воли число градусовъ, 
ввято сверху, къ первому столбцу, увеличивающемуся сверху вниз, 
а если число градусовь взято снизу, то перехолимъ къ послёднему 
столбцу, увеличивыющемуся спизу вверхъ, и смотримъ по направ- 
леншю возрастанйя, пока не встрётимъ числа данныхь минуть. 
Наконець, разыскиваемъ въ томъ же направлеви, во въ столбце 
секунд, отправляясь оть найдевныхь минуть, данные десятки 
секундъ д въ одной строкф съ этами посхёдними находимь искомый 
лотариемъ синуса, косинусов, тангенса или потаптенса. 

Пусть, напр., требуется найти логариомъ тавгенев 79°51'40"; 
79 традусовъ отыскиваекь внизу страницы, затбиъ подыизеися 
вдоль посяёдняго стохбца, увеличивающатося снизу вверхъ, пока 
не вотрётимъ 51, числа данныхь минутъ, поел этого переходим 
®ъ предыдущему отозбду, въ которомъ пожбщены десятки совундь 
и продолжаемъ подыматьея вдоль этого послёдняго, пока не ветрЬ- 
тимъ 40 секунль; въ одной строкв сё этими послфдними и въ 
столбце, помбченномь внизу словемъ {ипдене (тантеноъ), находимъ 
0,7475657. Это и есть искомый логариемъ. Такимъ образомъ, 


1об4аду (79951'40'') =0,1475651. 


Пусть еще требуется найти логариемъ свнуса 2°24’50”; 2 гра- 
дуса отыскиваемъ наверху страницы, затвыъ епусказися вдоль 
перваго столбца, унеличивающаюся къ низу, пока не вотрётимъ 
2+, числь данныхь иннуть, посл того иерозодимь кь спфдующен у 
столбцу, въ которомъ помфшевы десятки секунд, и прохолжаемь 
епускатьея вдоль’ этого пеедфдняго, пока не ветрётииЪ 50 севуядъ 
въ одной строкВ съ этини послёднями в въ столбщь, помфченномъ 
наверху словомъ зтиз (еинусь), нахоедимъ 8,6244662. Это веть 
искомый логариемъ, увеличенный нз 19 единиць. Такимъ образомъ, 


108 810 (2°24'50") = 2,6244662. 


м. в. ПИРОЖКОВЪ, ТРАГОНОМИТЫЯ, 


= 


226 == 


Второй случай. — сли данное число сверхъ тото содержить еди- 
ницы секундъ и дроби секунды, то мы начинаемь съ обращен! я 
дробей еекунды въ десятичную дробь, затВмъ ищенъ, квкъ только- 
то объяенено, лотариемъ синуса или твигеней данной дуги, не 
обращая внимавя на единвцы и десятичныя дроби секунды, что 
все вмбсть обозвачимъ черезъ №. ДвлЪфе, беремъ равность д между 
найленнымь логариемомъ и непосредственно спёлующимъ за нимъ, 
идя сверху вназь или внизу ввертгъ, смотря по тому направленю, 
въ какомъ мы шли, отыскивая взятый логариемъ. Наконець, скла- 
дываемъ этотъ послёд съ числомъ 4’, опредёляемымъ ивъ урз- 
вненя: 


и получаемъ искомый логараемтъ. Числа А’и А выражають здесь 
единяцы седьмого порядка послф запятой; поэтому мы беремъ для 
А! цвлую часть оть произведеня Е Жи эту цАкую часть сл- 
дуетъ увеличивать на одяу единицу веяй разъ, когда отбрасы- 
вземая дробь больше 0,5. 

Если требуется найти логариемъ косинуса или котангенсь данной 
дуги, то увеличиваютьъ на один десятокъ чиезо секундь дуги и, 
отбросивъ единицы и дроби сокунды, получають дугу, которая пре- 
восходить данную на нфкоторое число й секундъ, выраженное вЪ 


десятичныхъ дробяхъ; затёиъ ишутъ логаризуъ ея косинуса или 
котаигенеа и къ результату прибавляют г ТАБ А веть развость 
между взятымъ хогариемомь и непосредственно ему предшествую- 
шамъ сверху или снизу, емотря по тону направлению, въ какомъ 
шли, отыскивая взятый логариемъ. 

'Только-что изложенное правило основано на слёдующемь прин- 
ции: 

Коли трийляь, клхой-узюйыо дуть вк поел довачмольмоль. парады 
два малыль приращешя. то соотвътетвенния приращеня Ю5зт, 
105605, ‚.. иошии пропорибональны приращешямь дули. 

Этоть привцапъ не строго точевъ, но, прилагая его, мы полу- 
завмъ достаточное прибляжене, исключая случай, который мы 
изсафдуемт ниже. Иззюжениый принципь можно повфрить посред- 
ствомъ саникь же Таблицъ; въ самомъ дёхЬ, изъ вихъ мы усмат- 
риваемъ, что разности ]орзш, вли 109603, или... почти постоянны 


‘на довольно большомъ протяженв, кром# начала Габлищь; отсюда 
жлфдуетт, что при равныхъ приращешахь, придаваемыхъ нкоторой 
дуг, логариемъ синуса, косинуса, ... тов дуги будеть пранвиать 
чочтя равнуя праращешя, 

Покажемъ на приибрахъ, какъ производятся вычислена, 


1. Нави лориомь з1 (49°53'94",3). 
Тов (49°53'20”) —1,8835459 4=17 
Даля 4,8 76 11 Ж 4,3 =176 41 


Тюрзйа (49758'24",3) — 1.885585 
2. Найти лоариомь 00$ (36°35'36",3). 
108 603(36035'40") =1,9046481 4=156 
Для зил 58 156Ж31=5112 


1.05е08(36735/36"'3) — 1,0046639 
3, Найть лоармемь 4ате (19°5И47",2), 
1054808 (79°51140") =0,1475657 А=51915 
Для и 875 1215 Х 1.2 ==874,80 


1.09 1апд (13251'47"',2) = 0,7416582 
-4. Найти лаариемь в0 (23917'22"' 3), 
1066052317730") = 0,3660813 


Дая ты 441 о 58 Х 71 == 446,60 


105004(23917'29',3} =0,3660760 


Трей случай. — Если табличныя разностя измёняютея быстро, 
`что случается тогда, когда данная дуга очень маза, то предыдущий 
методь уже не вносить достаточной точности, Воть какъ нужно 
поступать въ такомъ случаВ. Такъ какъ данивя дуга выражена 
въ секундахь и въ десятичной дроби секунхы, те пусть а будеть 
цВлая часть, а № — дробвая; чтобы получить |одзш (а -|-#) в 
106 иле («--), можно допустить, что отношене весьма малыть 
дугь а и а В ревно отяошеню синусовъ или тантенсовъ этихъ 
дугъ, т,-е. что Е 


зн(а-- А ат  вежа- в) 


^^  ыыа 


— 68 — 
Отсюда 


поват («№05 чп а-- 08-Е) юба, 
порн --#) = раде а ов (а --#) — юва. 


ЗБеренъ, теперь, 105 зта или 10; шпра изъ первой части Таблицы, 
а Юе@а--Ь) и 1га—1взъ Таблицы логариемовь чисель, посл чего 
находимъ по предыдущимъ формуланъ орз (а-№) я 106 алв(а--№). 

Пусть, напр., требуется найти логариемъ синуса 073'27",3 
эта дуга въ секувдахь равна 207”,355, следовательно, в=207, 
®— 0,355. Логарвемь зв (8/97”) есть 3.001541; лотариемъ 207,355. 
есть 2,3167145; логариемъ 207, взятый со знакомъ —, есть 3,6840997; 
складывая всё эти три зогариема, изходимъ: 


10681 (0°3'27",355) =3,0022893. 


Есла требуется найтя логариемъ котангенса весьма малой дуги, 
то вужно искать лотариемъ тангенев, какъ только-что показано, 
и затФыъ явызнить знанъ у этого погариема. 

сли вдеть дЪло о 105603 весьма малой дуги (#-|-й), то пи- 
шем»: 


юр со (а-- ®) = ю8 зп(а-- В) — 10 ап а-- №; 


опредёливт, какъ показано выше, 10531 (а-- №) и 14а (а-- ®), 
мы получимъ по этой формул 105с0з(а-- 1); ее мы можемъ пре- 
образовать, пользуясь урапиещями, написанными выше, въ сл®- 
дующую формулу: 


108 сов(а -{- №) == 108 та — юр {ава == 108 сова. 


Отсюда олёдуеть, что дуги а--& В а инфють 105 608 почти равные. 
Варочемь, это видно изъ Таблиць. Предооложныь, что требуется 


пойтя 105 3050*3'07.365, ста дуга завлно: 


зао" 
Вта № Е АТИ ВЕ От усе анаю 


ва мозду АТ 
я 3'30", косннусы которыхь иифють одииъ и тоть же логарвемъ. 
1,9939998; сльдовательно, 


108 605(053'27"',355) == 1,9999998. 


$ 56. Задача ПН. — По данному лориому синуса, хосинусй, пам 
зенод или хотатенса найти число зрадусовь, минуть и секундь с0- 
. отвытствующей ду. 
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Первый случай. — Ищемьъ данвый логариоиъ въ какомъ-набудь 
азъ двухь отолбцовъ, озаглавленныхь тою тригонометрическою ди- 
ч1ею, логариень которой ваданъ. Воли поелбдый находится въ 
"Габляпахь, то замфчаемт, на какомъ конц столбца, вертавыт или 
нижнемъ, находится назваше данной тригонометрической тин!и; 
вели— вверху, то смотрииъ на второй етоябець слёва и въ одной 
<трокВ съ логариемомъ натодимъ число десатковъ овкунхъ искомой 
дуги. ДалЪе, переходимъь къ первому стоябщу и если въ неиъ 
встретится въ той же строкф чиело, то это посл8днее покажеть 
искомыя минуты, если же вЪтъ, то подымаемся вдоль этого столбца 
в первое встрётавшевоя чиело дастъ намъ искомыя минуты, нако- 
нець, вверхр страницы находймъ число градусовт. Но аели нэзва- 
зе заданной фуввши ваходится внизу, то нужно обратиться къ 
предпосл®днему етолбцу справа, который даетъ вамъ секунды, и 
затЪыъ перейти къ послёднему столбцу, въ которомъ мы найдемъ 
исвоныя минуты или въ одной и той же етровф съ секундами, 
или же слускаясь вдоль этого столбда. Наконець, внизу етренвцы 
мы отышеиъ число градусовъ. 

Цуеть, напр., требуется найти число градусов, минуть и се- 
жундъ дуги, 1053 которой всть 1,3541803, Ишемъ этотъ догариемъ. 
въ одномъ изъ двухъ стодбцовъ, озаглавленныхь словомъ `5уоща, не 
ра9бирая, будоть ли ото слово стоять вворху, или впизу. Находимъ 
нашь логариемъ 9,3541803 въ столб, озаглавлевяомъ сверху с1о- 
ВОМЪ зи, и ВЪ ОДНОЙ строк съ нииъ, во второмъ столбдь охЪва, 
число 50. Далбе, переходам жъ первому стодбщу и, не находя 
эъ номъ на той же строк накакого числа, подымаемся по этому 
столбцу вверхъ: встрёчаемъ число 8, Навонець, вверху страницы 
находимь 13 градусовъ. Итакъ, искомое числоветь 13°3!50". 

Второй елучай. — Жели данный логариемъ не находится въ Таб- 
лицахъ, что чаще всего и случается, то ищемъ два логариема, 
между которыми оЕЪ содержатся, и изъ нихъ выбираемь ближай- 
и! въ заданному заглавно столбца; этоть послфдай вычетаенъ 
ивъ даннаго логариема, или ‘нвобороть, смотря по тому, который 
‘изь нихъ больше; такимъ образомт у часъ получается разность, о 
называя черезъ А з1обличную разность тВхъ двухъ логариежовъ, 
‘менду которыми содержится данный, мы для опредфленя числа № 
хоставимъ уравяене: 


— 10 — 


Чиезо № меньше 10 и выразить единицы сокунлъ и части секунды 
скомой дуги; Что засается традусовъ, минут и десятковъ ©9- 
кундь, то мы ихъ получимъ, отысвивая по Таблицв такъ, как. 
указано въ предыдущем случа, число градусовь, минуть и се- 
кундъ, ‘соотв®тствующее тому логариему, Который отличается оть. 
нашего на А’. Покажемъ ходь вычисленй ив примфрахь, 


1. Найти дузу, Лобвиь которой есть 1,8835535. 


Тювушх — 18885635 
Для 1,8835459 495320”  А=иИТ 
хо 760 4,29 


1 == 40%531041.29 
3. Найти дузу, 1ореов которой веть 19046539. 
Тобсова = 1,9046589 
Для 1,9046637 36785'30' А = 156 
их 6 980 6.3 
= 36085'86",3 
3. Ноты дуцу, ТоБйапв которой есть 01476583. 
Товавех == 01476532 
Для 0,7475657 79951140" А=1215 
м0 8750 76а ‚ 
2=19°51'41",3 


4. Найти дузу, Лодсо которой сеть 0,3660760. 
Товеонс = 0,3660760 


Для 0,3660892 — 2371720" А==580 
УХ _ 130 228 
&=231722'35 


Третй случай, Ноли табличных разности изывняются быстро, т® 
указанный ходъ вычислея№ не годитея. Такой случай является 
при опредвленн весьма малой дуги по ея 053 или по ея ю1апе. 
Воть какъ тогда нужно поступать. Подыскиваемъ въ первой части 
Таблицы логариемь, блажайный къ давному и обращавыъ т се- 
кунды градусы и минуты соотвЪтственной дуги; полученное та- 
вимь образомъ число секуядъ обозначвемъ черезъ а, & точное число. 
секундъ, содержащихся въ ненвеветной дуг — черезъ «--8; это 
посл6днее число опредфлится по одному изъ саздующихь двуть 
уравнов!й: 


Я 


ю8(а--№) =Ю5 но (4-й) —105 эта Нова, 
Тов (а--№) — юввав (а-|-*) — юр ива--Юва, 


разснотрённыхь выше, при рёшеви обратной задачи, 

Пусть, напр., требуется найти чйело градусовъ, минутъ, ит. д. 
дуги, логариомъ синуса, которой есть 3,0022833. Подыскиваемь бли- 
жайш!И табличный зогариемъ: онъ равенъ 3,0015451, пля, что 
то же самое, —2,9984549; этоть логариемъ соотвтотвуеть ув въ 
0°3'37", или, что одно и то же, дуг въ 207 секундъ; логариемтъ 
207 есть 2,3159708; складывая вмфст® тра чиела: 


3,0022893, 
2,9984449, 
2,3159703, 


получаемт, въ сумы 23167145. Этоть логаряемъ соотитствуеть 
числу 207,355. Сл®довательно, искомая дуга есть 207",355, или 
0531277, 355. 

Точно такъ ще поступаютъ при опредфлени весьма малой дуги, 
когда дань логариемъ 6я вотангенса, потоиу что такой хогариемъ 
ревень логариому танёенер, воятому © обратиыит знакомъ. 

Но когда требуется опредфлить весьма малую дугу по данному 
логариему ея косинусв, то этого невозможно сдать съ достаточ- 
ною точностью, Пусть, напр., требуется узнать дугу, 10908 которой 
есть 1,9999991. Изъ Таблицы видно, что заданный логариемъ с0- 
отвфтствуеть дуг, заключающейся между 6145" и 1'25"; начать 
пекомая дуга можеть быть получена съ точноетью только до 40 се- 
кундъ, 

$ 57. Решеше двухь предыдущих задачь основано ва прибли- 
жевняомъ Тавенств%: В 

вый, а) 


позагаемъ: й 


{2) 


ТАБ е в с обозначають тЁ ошибки, которыя мы вводвуЪ, вычиеляя 
А’ (въ первой задачЪ) и # (во второй задач?) по формул (1). Въ 
высшяхь частяхь математики доказывается, что е всегда меньше 
едивицы седьмого знака посл запятой, есля дуга, для которой 
вычисляется юсуш или Юваце. больше вфкотораго предёла, низ- 


= 0:5 


шаго 5 градусовъ, и суБдоватешьно, то ве сакое отяосится и въ слу- 
чаю, когда дуга, дхя которой вычисляется 109608 или 105506, больше 
85 градусовъ. Отсюда заключаемъ, что формула (1) вполн® прим®- 
нима въ этихъ предфлахъ при рётен!и второго случая первой задачи, 
Также доказывается, что ошибка в, относящаяся ко второй задач, 
меньше Фдной сотой секунды, если вычисляемая дуга отличается 
отъ 0 или оть 90 гродусовЪ па количество ббльшое ифнотораго пре 

дЬла, визшаго 1} градусовъ, и что эт& ошибка г совершенно нечув- 
ствительна, если вычислаемая дуга отетойть на нфоколько граду- 
совъ оть предёловъ 0 и 90 градусовъ; отсюда сафдуетъ, что формула, 


ит 

я: 
вполн% примфийна при р5шен1и второго случая второй задача между 
только-что указанными дредфлами *). 

Ошибка, допускаемая при вычислеви й, зависить только оть 
отбрасываемаго количества ©; логариемы, дяя которых зи д’ елу- 


*) Щеак обозначить через, 2. водуль обывыовенвыхь хогарвыиовь и 
черегь ® ифкоторов чнело иежлу 0 и 1, то мы вожевъ, пранихал секувду за. 
единицу, по невфетяой формулв Тэйлора (Тау]ог) вазиеать: 


о 


1010 (2-1) — Юр боя МА Ча Е 


Обозяачимь черезъ А зназеве перваго члена при #10 и черезь 4' значене 
того же дерваго чаена при № < Ю; вмзовемъ также черезь $ значение 9 при 
й —=10 п подожимт 

д 


._ № : 
== в, == 


тода изь, предыдущей формузы выводимь: 


_ Мими. 
рег 


010 —5ЖА вии" 
зшах — Аз" ^ 


908 — 9, == 


Ес А меньше 10, то’ 108 —#% по збсозютной воичний такыо меныво 10; 
саЪхозательно, „> 
Зомьнеы" лов" 
‘< Зваа — ЮЗш° 


Этими формузами можно повфрать празвауность вашихь утвержденИ! отно- 
сительно 108 зп и 02 с05; далье, отсюда выводятся непосредственно, что напиг 
утвержден!я такие спразедлавы и отвоснтезьяо 108 га0я, 
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жать разностями, всегда будуть взяты съ нфкоторою ошабкою и 
есля эта ошибяа остается меньше половины едивицы седьмого по- 
рядка поел залятой для табличныхь логариемовъ, то она можеть 
выйти Гораздо эначительне для даннаго погариемв; который въ 
большинствЪ случаевъ является результатомъ дЬйств!Й вадъ числами, 
извЪетными только приближение. Назр., допуская, что ошябка въ д’ 
есть единица порядка носльдней цифры, завлючаемъ, что ошибка, 
въ № будеть з 10", всли пренебречь ошибкою въ 4. Отеюда с1%- 
дуетъ,. что точность при вычнеленши дугя будеть тБиъ больше, 
чфыъ больше табличныя разности; а такъ кавъ разность двухь 
105 в0ё соть сумив разностей соотв тотвевныхь юрзш и 105 00$ *), 
то, слфдовательно, луга будеть всегда лучше ‘опредфлена по своему. 
‘тантенсу, чёмъ по сввусу или косянусу. Для 45 грахусовуь (для точей 
перваго `квадранта, въ которой тангеноь даеть наименьшее при- 
ближен{е) табличная разность логариемовъ равна 421 едивицамъ 
седьмого порндка посл запятой при измфнени дуги въ 10 секуидъ; 
отсюда заключаемъ, что ошибка на одну едевннцу седьмого порядка 
въ логарием® тангенса соотвЪтствуеть въ этомъ случаВ ошибк® 
на 0’,024 въ хугВ. Такая же ошибка въ логаривыв синуса или 
косннуса соотвфтетвовала бы двойной ошибиф, т.-в. на 0,048. Дла 
малыхъ дугъ разности 108003 очень малы и, сяфдовательно, разности 
1о5ш почти равны разностямъ 1054210; а это значить, что малая 
дуга не могла бы быть опред®лена еъ достаточною точностью ‘по 
свовму косинусу, какъ мы и заифтилв выше; наоборотъ, она оди- 
изково хоропю опредфляется по своему синусу или по своему тан- 
генсу. Изъ сказаннаго вызодимъ, что въ тригонометрическахь вы- ^ 
чиелетяхь при опредфлеви малыхъ дугъ должно ио вможщости, 
пользоваться тангенсами и избЪгать косинусовь 


1) Разность 
Подано (2 №) — Юва: 


воть, очевидно, сумый двухъ разностей: 


10 зв (#-- в) — ю8 ах, 
106 с0з = — [08 03 (#1). 


5 = 


Приведене формуль къ виду, удобному дя зомприомическаиь вычислена. 
(Введене вспомомипемнало узла). 


$ 58. Чтобы можно было непосредственно воспользоваться 10- 
тариемами для опредфленя ивкотораго чиеленнаго выраженя, ие- 
обходимо, чтобы. такое выражеше состояло только изъ одночлен- 
выхь множителей; въ противномъ случа оно является неудоб- 
нымь для лоариомическиль вычисления. Если выражен!е не содержит 
другихь многочлевныхь множителей, кром$ф суммъ или разностей 
двухъ синусовъ, или двухъ косинусовъ, или двухъ тангенсовъ дан- 
выхь дугь, то разсматриваемое выражеше мы можем привести 
къ виду, удобному для вычислеяй пра помощи логариежовъ, поль- 
зуяеь формулами 8 18-го; поэтому, эти послбдийя такъ важвы въ 
'Тригонометр!и. ЗдЪсь мы укащень на обице приемы для приведена 
выражен(я, неудобнаго для логариамичеекахь вычислен!й, къ виду, 
Ужобному для такихъ вычислен!й. 

Раземотримъ сначала двучленное выражене; 


вазы, 


вуеть требуется найтв ]05л, при чемъ д и $ суть два такяхъ по- 
ложительныхь числа, относительно которыхъ даны только ихь логв- 
риемы. Можно ваписать, что 


в=1=*). 

Далфе, вводимъ вспомогательную дугу ф поередетвомъ равенства: 
ша =2; 

эта дуга ф, содержащаяся между 0 и 90 градусами, вычиелится 


по формул. 
105 {аи ? = 05$ — 056. 


Значеше х будегъ: 


6089 Е, 
05 ‘ 


&==а(1 


48083) =а 
но такъ какъ 
6059 Е Ш ф == 603$ —= 608{90° — 9) = 
260345° 608 (р = 45°) = У Зев(ф - 45°), 


то 


50819 == 
03? 


Е 


Эта формула удобиа для вычисленй съ помощью логариемовь; 
въ самомь дёлЪ, : 


1085 ==1ю5а + 1052 --108 с08($==45°) — 106 с03Ф. *) 


Тоть же самый методъ прилагается къ какому-угодно многочлен- 
ному выражешю а==5-=624-=...; дЬйствительно, можно, 
вводя вспомогательную дугу, уменьшить на единицу число членовъ 
многочленнаго выраженя; вводя вторую вспомогахедьную дугу, 
ны уменьшимь это число еще на одну единицу, и такъ мы мо- 
жемъ продолжать до тёхъ поръ, пока преобразованное выражене 
ве представить одночлева. 

Предыдущее иреобразоваве не едянственное, которымь поль- 
вуются въ такяхь случаяхь; мы укажемь еще на слфдующя. 

Првподомъ въ виду, удобпому дия логарномическихь вычислан Е, 
формулу а-- В, ГДВ в и В обозначають положительныя числа, и 


для этого положамъ р = {виа?р; тогда 
а 
а ь=а(--и8?) = ва. 


Если @>8, то форнушу а— мы приведемъ къ виду, удобному 
для лотарнемическихь вычислея!Й, положивъ 5 — 057$; тогда 


а—Ь-=а(1 — 34026) асоб?5. 


*) Если въ формул встрёчаются зогариемы со знакомъ —, то сяёхуегу. 
преобразовать нхъ такъ, чтобы мантиевы вышаи бы отрицательными. Напр.» 
есзи зотарвомь 3,3554207 дозжень быть вычтенъ изъ суммы другахъ лота- 
`риемовт, то нужно его вереписать въ вядё — 26445793; тогды вычитав! све- 
дется къ сожению съ 26445703; поступить по этому епособу значпть взять 
доподнеще зогарвема до 10 к вычесть. Ю изъ харавтернстики. 


бе 


Фьшене уравнемя второй степени при помощи Триюнометричекить 
табзиць. 


$ 59. Оба корня уравнения второй стенени: 
-рре-9=0 а) 


<хопредвля ются по формул: 


в=-5= Н (2) 


нредположимъ, что козффищенты р и 4 — вещественныя в0личе- 
ства, заданных ихи пепосредственно, или черезъ свои логариемы. 


1. Пусть 2" —4>0; въ этомъ случаЪ корни вещественные я 


поравпые. Если при эомъ 4>> 0, то полагаем 


зепомогательная дуга о, завлючающанея между —90 вн --30 гра- 
ъ‚дуснми, вычиелитея по формул: 


108 (— зщ) = 105? -- 1054 — №5р, 

вели р положительно, и по фориухЪ: 
о 

сни р отрицательно. Формула (2) перейдеть тогда въ слбдующую 


=уа (1957), 


иначе говоря, корни х, и г, будуть: 
Е 1 
п =Уа 459, 2 =Учу 


эта выражена удобны дхя вычислен!й съ помощью хогариемовъ. 


= ЯР 


Если 4<0, то полагаемъ 


2_ И 


5 = ваезй 


вепомогательная дуга ф, заключающаяся между —90 и --90 гра- 
дуевии, вычиелатся` по формулВ: 


108(— 18189) =1082-|- ы №9 — №8, 
вели р положительно, и по формулВ: 
Пормапие == 1052 -- 108 (--@9-—08(—Р), 
если р отрицательно. Формула (2) перейдеть тогда въ сивдующую: 


„у 


иначе говоря, корни 2, и я, будуть: 
рн 1 1 
2=—У-чищыф = Ут. 


2. Пусть, теперь, в ч<о. Вь такомъ случа можно подо- 
Жить ь 
ЕС 


4 со» 


и вепомогательная дуге $ опредфлится но формул: 
Юбсозф = 105 (р) — т 0854—1082; 


формула @) перейдетъ тогда въ сибдующую: 


=_= вов 
#=—5 5 За8Фу— 1; 


вещеотвонная часть обоих миимыхт корней веть 2, а лога- 
риемь коэффищента при У—1 равенъ 
05 СЕр)-- ЮВ балв— 052. 


— 18 — 


$ 60. Можно свести на решен! уравненя второй степени за- 
дачу © нахождения вофхь дугь =, удовлетворяющихь уравненно 
вида: 
девяти не, 


ГДВ а, $ ис обозначають данных, положительныя изи отрицательныя, 
чнела: въ самомь’ дБ. хля этого досталочно выразать зшх И 6085 
въ функция отъ одной и той же тригонометрической лини. Однако, 
эта задача можеть быть рёшена значительно проще слёдующимъ 
образомъ, Виедемъ воломогательную дугу $, заключающуюся между 
—90 и --90 градусами, посредствомъ слфдующаго равенства: 


быв; 


подставляя абае? выфето Б въ данное уравиене, получаем: 
а (созл- Чалеф та) == 6, 
или 


совр — 9708. 


Чтобы предложенная задача была возможна, необходимо, чтобы 
к заключалось между —1 и -{-1, т.-е. чтобы 


ее 1 пав кои. 


го 

Если это услов!е выполнено, то по Таблицамт мы найдемъ такую 
дугу а, заключающуюся между 0 и 180 градусами, косинусъ ко- 
торой равепъ ее, послв этого корни даннаго уравнешн опред®- 
лятся по формул; 


#—&. 


гдв К обозначаеть произвольное плов число, положительное, нуль 
или отрицательное, : 

Можно выразить вс ворнй 2 въ фунищи какого-нибудь одного 
изъ нихъ. Въ самомъ хЫЕВ, обозначимъ черевъ хо одинъ изЪ ЭТИХ» 
корней; тогда 


а === ('.3600 --Ф-—=,), 


Что == 
дв А’ веть цвное число, и общее выражене корней будеть: 
&=. 360 Но (Ф—%); 
эта формула равносильна двумъ сябдующемъ: 
2=4.360°х,. 
2==.360°-- 20 —*.. 
Рьышеше уравненя третеей степени юри помощи Триюнометри- 
ческить таблиць. 


$ 61. Общев уравнеше третьей ствпеви: 


ХР ОХ Е=0 (1) 

приводится кЪ виду: 
а р;-а=0, {2) 
сан положить Х = 2; повтому можно ограничиться рез- 


<нотрёнемъ уравнешя (2). Предполагаемъ, что коэффищенты его 
вещественны; ны видфли (8 29), что ураввеше: 


а 0 (3) 


имфеть корни: 


3. ИБ: 
© 5, сов (120 + Е 


оз (40°): 
слфдовательно, если намъ удастся привести уравнене (2) къ виду 
(3), то вадача, которую мы себё цоетавили, будегь уёшена. Пола- 
Таемф х==А#; тогда уравнеюе (2) праметь видъ: 


@) 


и совпадать съ уравненемъ (3), если количество Х и дугу ф опре- 
дДЪлить так, чобы 
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отсюда 
Е 


и У 1. у 


Эти значения Х и созо будуть вещественными только при усов, 
чю р отрицательно; кромв того, необходимо еще, чтобы с08*ф оыло 
меньше 1, т.-е, чтобы 


, СЕ, или 45’ -|- 276? < 0. 
Послфдиее услове содержать въ себ первое: р < 0. Если оно 


уловиетворено, то тождественность уравченй (3) и (4) является 
звоэможною; тогда дуга ® вычислитея по формуль: 


088 = —. 


у 


и Корнй: 2, 1, д, заданяаго уравнешя (9) будуть: 


= Ев, = У (0+1), 
юз (5+0'-- $). 


Только-что разобранный случай всть именно тоть случай, когда 
корни уравнения {1} вешествекны и неравны; везеЙ разъ два изъ 
этвхъ корней будуть равными, вели 


4-24 


преладущее рылешо втщеотототт, и т стом, едуче 
пралеаоое рее арикеекетотт, в Е еЗыЕ ануче, 


$ 62. Разсмотримъ теперь случай, когда 


49*274>0, 
т.-6. когда уравиене (2) не можеть быть боже приведено къ виду 
(31 посредетвомъ указаннаго преобразовав!я. ^ 
Пусть сначала р-=0 и 4-=— 1; тогда уравнене (9) приметъ 
зядъ: 
*—1=0 
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и вначешя 2 будуть вубичежкими корняни изъ единицы; чтобы 
ихъ найти, вамфтимъ, что 4-1 есть произведеше множителей: 
д—1и = -- 2-1 и, слфдовательно, единица имфеть три куби- 
ческихь корня, ивъ которыхь одинъ равенъ 1, & два друхикъ, а в В, 
суть корни уравнен!я второй стенени: 


#+=-1=0; 
решая его, находинъ: 


аУЗУ-Ь у —1-ИзуУ—. 
а ‚ В= ь : 


« 


хром того, на основаши соотношен!й: 


28==1, а 


завлючавыъ, что 
а В и =, 


а это значить, что каждый изъ двухъ ининыхь кубаческихь кор- 
пой изъ одиницы есть кродрать другого. 

Вернемся теперь въ общему случаю и предпозожимъ сначала 
р<0, а поюмъ р>0. 

1. Пусть р<0; полагаем 


2= (опа --%601 9), 


ГД д и ® обозначать количества, соотвфтетвенио равныя мии- 
мымь кубическимь ворнямъ, а и В, изъ едикяцы, или же оба рав- 
ных единицф. Возвышаемь въ кубъ: 


[ао 9-3 (ав16Ф-600 4] 
и изт, двухъ послвднихь уравнента выводииъ: 
2 Зах Азат Рой) =0. (5) 


Изъ самаго способа, по которому соетавяемо урванеше (5). оче- 
видно, что его три корня суть схбдуюнпце: 


Мапа? 006), Маащее-- 1006$), Мвике -ве0 7), (6) 
№, В. ПИРОЖНОВЪ, ТРИТОНОМЕТЫЯ, 5 
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и, слЪдоватольно, уравненце (9) будет рено, еслв вамЪъ удастся 
привести его къ уравненю (5). Для этого достаточно опрел®- 
лить ^ в ф такимъ образомъ, чтобы 


р, — Авео) =; 
первое изъ этихь уравневй давтъ 


ое 


в затфыт, ивъ второго, вытекает: 


Чао += 


Чтобы найти ф, мы введемъь вторую вспомогательную дугу $ по- 
ередетвомъ уравненя: 


Чад аа"; 
тогда 


2 
=_= 
ео -- 069 = вау = 


откуда 


та 


59 

изъ этого уравнешя можно получить значень $, содержащееся 
между —45 и --45 градусами; дёйствительно, такЪ какъ, по пред- 
положен, 4р?-- 274? > 0, то предыдущее значене зш2$’ содер- 
нитея между —1 и -|-1; далфе, мы найдемь значене ф, завлю- 
чающееся также между —45 и --45 градуеами, по формул 


або Ише. 


Итакъ, когла дуги фи ф таким обравомъ вычиелены, выраже- 
13 (6) авятея корнями уравненя (2) и поен® звыны а и | ихЪ 
вначен!ями, написанными выше, прамуть вид: 


= И ве), 
1/7 1 /—- а 
ЗИ 1 аще о ГУСЬ био ов УТ, 


эли 


По Таблицамъ, при помощи этихъ форнузь, можно ВЫЧИСЛИТЬ КАКЪ 
вещественный корень, такъ и коффищенть при У—1 въ мия- 
мыхь корняхз. 

3. Пусть р>0; полагаенъ 


д = Кайвавф — 6004$), 


ТД аи $, кавъ и 2ъ предыдущемь случа, обозначеютт, два ко- 
личества, еоотвфтственно равныхъ ннимымъ кубическвыь корнямъ, 
аи, изъедивицы, или равныхт, каждое въ отдфхьности, едяниц®; 
возвышая въ кубъ, ваходимъ: 
23 — АЗ[апаф — сойф — 3 (апяф — 6201$), 

откуда к 
2 ЗА — А Чеще? — 205) = 0; (7) 
корни этого уравненя суть слфдуюлие: 

Абелеф — 05$), Х(эЧвавФ — Вс0ф+), (Внивф — чеыЁ). — (3) 


Чтобы уравневе (2) могло быть приведено къ уравнению (7), не- 
обходимо и достаточно, чтобы 


32 = — Ани фбб = 


первое изъ этихь уравнений даетъ: 


=И 2 
х=И *, 


а затнъ изъ второго вытекаетъ: 


БвЕФ — соб =-- А. 
ий 


Для нахождев!н ф мы введемт. эторую вспомогательную дугу $ 
посредством, уравненя: 


Зал -= 00679; 
5. 
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ОРДА 
ал ф — 006$ == — 260694 = —/ 


и 


откуда 


а ебли уголь ф вавфотенъ, ф вычислится по формул: 


Чащрр == УЕ, 


и ворни уравненёя (2) будутъ: 


У ‚. (алеф — 059), 


ТИР ее со ИР ата ФИТ 


+ 


вли 


—2И 2 виз и УтТое=у 


Отсюда видно, что въ случа 452-2747 >> 0 заданное уравнение (2) 
имфеть всегда два инимыхь корня. 


$ 63. Примбръ 1.—Требуется рылить уравнене: 


23 —1а-1=0. 


Здвеь р==—-7. а=7: данное уравнеше имЗетъ лиза положи- 
тельвыхь корвя х, и х, и один отрицательный х,. Пишемъ: 


Ъ, ъ=У Жи (но-- 1), 


9208 
У Виз (0-1) 


м8?=— Гы ЧапвФ 


бе 


Ходъ вычислений. 


_Вычисленйе $. 

105 (—1918 2)... 19843181 
180'9...... 1053136". 2 
+= 56250'7",9 


2805 =360"— (68737'52",1) 
320+ 1 =180— ( 8°37'52",3) 


Вычислене а. 


му З...... 


16 ив (240" + 3) .. 16475280 


106... .. 0,1396464. 
2; =1,35689 


0.4850184 


_Вычиелеще г. 


юу 8. + 0,4850184 


0608 7,... 5. 11438816 


Е... о. 0,2284060 


<, == 1,69202 


Вычислене х.. 


у 8. с. 6,4850184 


%[-— ов(120°-- 8] 1,9991210 


3105(—2).-.... 0,4841454 
— 3.04892 


2: 


$ 64. Пришфрь Н.— Требуется рашить уравнение: 


2—6 6=0, 


— и == Убе 2т, 


ТЕ = ‚ шпеае=у8: 
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Ходъ вычислений. 


_Вычисине $. Вычислене . 
105 Еф... .. 0,4515450 |108 №08Ф. о. с. 1,9498288 
24—10731'43",6 = 4194159" 0 
$ = 85915/51",8 29—83028'44".0 
Вычшолеме 2;. | _Вычиваеще 
#1008 ....... 04515450 | роев (у... 0.8890756 
—1058129. ...-. 0,0098916 | ю8(—с012?) ..., 1,0686481 
103(—#)...... 0,4544866 |Ю5и. (с, + 1,4527187 
д. =—2,54752 и-=0,283608, 


Корий суть слъхующе: 


— 2.84132 и 142866 - 0,288608И. 


УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Дуга 22 равдфаень на в равныхь частей; требуется: 1} опредфлить 
разстолюе центри средавхъ разстояы точек дВзеши до кавого-пибудь 
уаметра, 2) доказать, что въ предфхь, при #==00, разотоян!е центра круга 
р зах 

2 
1. Дожаааль, что равность х—эр ушенмизотся выфот® съ умельмевемь . 
ы . ог 
ТИ. Докавать, что вел 2 заключаетел ежа Ол, то отвопеще №” 


20 центра среднихь разстолй равно 


Г 2 
веть предль, въ которому стремится произвехене 05 а 009 1 в =. 3 


соя —- впета Пой чето оо уполипитпотоя Иоипролжиуто. Взтиротп иа®, итого 
РА 
>. 


1\, Доказать, что соди 2х содержится между © п з, то 


свойства неравенства: та > # — = п ет — 5 + 


ше 2+5 и =<+ шла те 


1142 убивають, ногдв дуга 2 в0з- 


., аа 
У. Доввзать, что отвошсшза ре и 7 
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= зла ве) 
Тастветь отр О до =. Доказавь неривевство: 7 ВИЕЙ. 
2. р => р ‚и 
= 
№ положительны п #--В мевыше ® ‚ можно изъ него вывести неривенство: 


р 
хх —в Ю 
— АНН, мозьвушсь формулопь изъ которой было выве- 


дшо поравевство: 2 — зи <® (8 49). 


УГ. Доказать неравенство: 


(2 ви авы 


= 


для вофкь значе 2 между Окт 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ. 


Ирянолинейная тригонометрия. 


Преднеть Пранолинейной триономети. 


$ 65. Въ треугольник разематриваются шесть элементовъ: три 
угла и три етороны. Руиаиль треугольникъ значить найти чиесленныя 
значеня его элементевь при достаточвоиъ зислф лавныхт. 

Прямолинейная трионометуя занимается решешемъ прямоли- 
нейныхь треугольняковъ. 

Численныя значеня длинъ суть отношен этихь длин &Ъ одной 
й той же единиц, поэтону, намъ остается сказать еще только объ 


Измюренае узловь. 


$ 66. Описываем изъ вершины угла АОВ (черз. 8), какъ центра, 
ъпроизвольнымъ рад1усомъ окружность и обозвачаемь через Ви 5 
чиела единиць, содержащихся въ радусв ОЛ и въ дуг АВ, 3а- 


РА 
ключедной между сторонами угла. Отиошен!е 1; не зависать отъ 
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величины радуса ОД; въ самомъ дЬлЬ, если описать изъ точки О,. 
`какъ центра, другую окружность А’В’ и обозначить черезъ Жи 


Черт. 8. › 


числа, которыми изифраются радусъ Од’ и дуга ’В’, заключенная 
между сторовами угла, то по извфетной теорем 


8_я 
я=*. 
Отеюдь вытекаеть, что если положить 


_# 
=, 


то отношеше « будеть завнобть только отъ величины угла АОВ; 
Кром того, такъь какъ уголь’ АОВ изыфняетея пропоршонально 
числу х, 10 © можно принять 38 ведичину угла. При 5== вези- 
ЧИНА ® приводится къ 1; слЕдовательно, ® предетавляеть отнотев!е 
угла АОВ къ ифкоторому другому углу, который можно принять 
за едивацу; этоть ноезфдай утоль долженъ быть такой, чтобы 
чвоть окружности, заключенная между его сторонами, равнялась бы 
радусу этой же самой окружностя, описанной изъ его вертины, 
какъ центра, проязвольвымь радусомъ. 

Формула б==Ва росьма часто употребляется въ геометрических 
призожешяхь, она даеть возможность сравнивать дугя различныхь 
окружностей, 

Принимвя ращусъ ОЛ за линейную единацу, находим: 


В=1 и = 


такниъ образомъ, уюдъ измерлемея пиьмь же числомь, что м заклн- 
ченная между ею сторонами дузю окрумености, описанной изъ ею 
зершиньь кахь центра, радёусомь, принятьижь за, единицу. Напр., одно и 


10 же число в выразить безразлично какъ прямой уголь, тавъ и 
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квадранть. Воть почему слоза уюль и дум чаето употребяяются, 
какъ синонимы. 

И такъ какъ мы согласвяись, въ приложеняхь теория круго- 
выхъ функц, выражать дуги посредетвомь чисеть градусовъ, 
минуть, секундъ, м т. д, заключающихся въ нихъ, го эти же 
самыя чисна градусовъ, иннуть, и т. д. будуть выражать и с0- 
отибтотнениые углы. 

Мы будемъ называть синусомь, хосинусомь, ташенсомь, котан- 
зенодмь, свкамеомь И хосекансомь нъкотораго уме спнусъ, коейвусъ, 
твнгевоь, котангенсъ, секавсъ и косекансь заключенной между 
его сторовами дуги окружности, описанной нзъ его вершины, какъ 
центра, рад1усомъ, принятым за единицу. 

Червь А, Ви С мы будемь всегда обозначать три угла тре- 
угольника, & черезь в, $ и с соотвётетвенно противолежания 
стороны. Острые или тупые углы называются хосыми, треуголь- 
ники, въ которыхь иЪтъ прямого угла, называются хосоуюльными. 


Соотношеня между умами и сторонами прямоульноло туеузюленика. 


$ 67. Теорема.—Вь ирялоуюльмомь мреуюльникь казедый изь ка- 
знетовь ревень штотеёнузь, умнозженной на синусь протизолежещало 
уаа наи на косинуеь прилежащено. 

Пусль АВО (черт. 9) веть прямоугольный треугольникъ и А— 
вершина прямого угла. Изъ точки С, какъ центра, радгусомт. рав- 


Черт. 9. 
нымь единиц, описываемь дугу круга ММ и опускаемъ перпен- 


дикуларь МР на АС. Изъ нодобныхъ треугольвиковь АВС РМО . 


чаем; 
е МЕ 


а =0и, 


Отсюда, ззыбчая, что . 
аМ-=1, МР==вшб, ДР== 6080, 


— 960 — 


находимъ: 


с==ае(, 5 а6050. 


Слёдотью.— Въ прялоуюлономе треуюльник»ь каждый изо катетовь 
‘равень друому хатету, умноженному на таненеь противолежащило 
ума чан на хоташенсь прилежазщоно. 

ВЪ самомъ два, пусть Я есть примой уголь, Фо предыдущей 
‘творем® 


ев О, В а0080; 


развдливъ же по-членно эти равенства, получимъ: 


— {ава С в = 4ааЕ С, 


‘или 
в = В. 


Замфчане.— Между урламя и сторонами пряноугольнаго треутоль- 
ника существують только три различныхь соотношеня, имено: 


В- 4=90. 
=ази 0. 6 == чсоз(, 


Действительно, еели бы существовало еще какое-нибудь олно 00- 
отнотев]е, то, замфнля въ немъ с, Би В ихь значешями: азт С, 


26050 и 90°— 0, мы получили бы не тождественную зависимость 
между пи О, что новозможво. 


Возвыишая в квадрать и складывая два послднахъ равенства, 
получаемъ извЪетное соотношев!е: 


еи= 


Сботношеня между умами и сторонаии ковотольнаю туетольника. 


$ 68. Теорема |.— Во всякомь прямолинейнонь треутольнияю сто- 
роны пропорщональны синусамь противолежащить улловъ. 

Пусть АВС (черт. 10) есть треугольникь, въ которомъ угзы 
Ви С — острые, Опугкаемь изъ вершины А аерпендикулярь 47 
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на основазив ВС; точка Л) упадеть между точками В и С, и прз- 


^ 


Черт. 10. 
моугольные треугольники АВР) и АСР дадуть (8 67): 


АР == сз В, АРЕЬЗШО, 
откуда, 


в 
зб“ 


Если одинъ изъ угловъ В и С, узар. (С, тупой (черюь. 11), хо 


ан ъ 
сн В ==. С, или У 


Черт, 11. 


оснонане пернендикузяра АТ) упадеть ва продолженши ВО, и такъ 
какъ оба поподнительныхь угла им от одинъ н тоть же синусъ, 
16 прямоугольные треугольники АВС и АСТ также дадутъ: 


яр = сзт В == фт С, 


а это значить, что предыдущая фориула есть общаз. 
$ 69. Изъь предылущаго вытекаетъ, что между углами и сто- 


ронами треугольника существують сябдующихь три различныхь 
соотношения: 


{1 


а ве 
зая ^ эиВ ” ч5 


Ав 6=180, 


другихь же соотношенй, отлачвыхъ оть этихъ. ыфть, Въ самомъ 
ДВ, изъ уранненй (1) выводим: 
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азы В_ азс 
80-0? “— що). 


4= 180*—В— 0, $= 


и если бы между углами и сторонами существовало еще кавое-ви- 
будь одно соотношенйе, отличное оть соотношежй (1}, то, вставляя 
въ него выето А; В, с только-что выведенныя итъ значеня, мы 
получили бы между стороною а и двумя прилежащиия углами 
Вибне тождественную зависимость, что невозможно. 

Изь уравненИй (1) можно вывести и друга важныя соотношеня, 
каждое изъ которыхъ рыразить особую теорему; мы начаемъ съ 
непосредствениаго выпода этихъ теоремъ, & затфмъ покажемъ, как 
веЪ эти соотношеня, которыя мы получимь, моруть быть выве- 

°дены одн® изъ другахъ. 

$ 70. Теорема Н.— Во всякомь прямолинейномь зпреуольнииь квад- 
фать каждой стороны равень сумнь квадратовь двухь Врунить вто- 
рень безь удвоенноио произведеня тъьль ее сторонь на косинусь ума 
между ними. 

Пусть АВО (черти. 12) веть треугольникъ, въ которомъ угол 


= 


Черт. 12. 


(острый. Опускавмь изь вершины А перпевдикулярь АЛ на 
ВО; тогда 


сл®довалельно, 


в = -Н И — 205605 0, 


Если уголь С треугольника—туцой (черт. 13), то 


вер е-2ах ов; 
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Черт. 18. 


а такъ какъ изъ прамоугольнаго треугольника АСР 
РЕ АОР=5008(180° — Ц) Ъсоз Ц, 


то, слБдовательно, 


ё=а-Н И — 96008 (, 


какъ. и въ первомъ случа. Выведенная формула справедлива, 

тавне и тогда, когда уголь С— прямой; въ самомъ дфл, въ этомъ 

слузчаВ с08С==0 и ваша формула приводится къ с =а*-- 0". 
Только-что выведенная теорема даетъ три слёдующихь соотно- 


шена: 
ЕР — св А, 


а" с? — 240608 В, (2) 
е=@#-Ы — 206608 С; 


ЗЪ ЕВЖХОе ИЗЪ БИХЪ ВХОДЯТЬ три стороны и уголъ. 
$ 71. Теорема 1). — Во веякомь прлиолинейномь треуольниять 
хождая изо сторонь гавна суммь двуль друшеь, умноженныхь свот- 
оьтетаенно на косинусы уъловь, образуелыьть имм съ первою стороною. 
Пусть данъ треугольникь АВС (черт, 14 и 15). Опускаемъ изъ 


д д 


ый | 


с 
Черт. 1. > Черт, 15. 


вершивы А перпендикулярь АР на В0; если оба угза Ва 0— 
острые (черт. 14), то 


= 80+ 06, 
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& вели одивъ изъ угловъ Ви 0, вапр. С, тупой (черт. 15), то 
ва= Вр — БС. 


`вь иврвомь случа ОО-Ьеов(, а во вгоромъ РО=-фе0з(180'— (= 
= $080, и въ обоихъ случаяхь ВР (6088; слёдовательно, 


а=508 С-Е е008 В. 


Эта теорема даеть три слфдующихь соотношения: 


в= 5608 С- ссов В, 
$ — 2008 А | аеоз , (3) 
с асов В + сов А. 


$ 72. Чтобы вывести уравнешя (3) изъ уравношЁй (8), склады- 
ваемъ два первыхъ изъ уравненИй (2) и посл® упрощен получаем: 


<= 4603 В | 5е0вд. 


Эго есть одно изъ уравненй (3); два другихъ получимъ такяы® же 
образом. 

Обратно, чтобы вывести уравненя (2) изъ уравнений (3), уино- 
жаемъ уревнов!я (3) соотвётствение на а, $, —с и результаты 
складываемъ: 


е=а ЕВ — 3080. 


Это есть одно изъ уравнеыйй (2); такъ же получим два другихъ. 
Отсюда вытекаеть, что епетемы (2) и (3) одновначны; покажеиъ, 
какъ можно вывести одну изъ этахь системт, напр. (3), изъ основ- 
ныхЪ уравненй (1). 
Первое изъ уравнен!Й {1) даеть: 


9=180°-—(А-+ В). 
откуда 
ШО =зи( А-В) = Асоз В-|- ча В с08 4; 


заифвяя зшА, зщВ, эп пропорщюнальными имъ величинами: 
а, В, в, находим: 
с = 4608 В Ъсоз А. 


Это воть одно ивъ уравнен (3); такъ же получимъ два другихъ. 
Наконець, уравнены (1) могуть быть выведены изь уравнен!й 
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(2) вли (3), вели ввести ограничене, что сумма А--В-- 0 не пре- 
восходить 180 градусовъ. Въ самомъ дфа®, первое изъ уравнений (2) 
даеть: 


ара Ы@ о вере, 
сяЗдовательно, 
РА _— 9 — м — 7 Ва? -- 2490 -- Фе 
Га В Чая в р 
Очевидно, что точно такое же значене мы нашли бы кля и 
шо Не. 
и д т ДАйствительно, полученное выражене для А ве 


я 
измЪнится, если стороны а, В, с заыфнить ода другиин въ 006л%- 
довательномъ порядк®, ноэтону, воли 4, В, © меньше 180 граду- 
совъ и, слздовательно, ихт спнусы позожительны, то мы монемь 
написать: 
314 __ эВ _ "С 

авс‘ 


Во-вторыхъ, можно исключить а, Ь, с изт, уравненй (2) или (3), 
такъ какъ эти уравиевя однородны отяосительно исключаемыхь 
буквъ; при исключени двухь изъ трехъ сторонъ. третья также 
исчезнеть и получится: 


605? А--со8? В-РсозС-|- 2605 Асов Ввоз (— 1 =0, 
паи 
(со д--со5В св)". - 03° В —с05*О- воз? В воз? О=ЕЕНЕ ВЗИЙС; 
о извлечени же квадратиыхь корней будетъ: 
605.4 == — 6088 6080 -= заб зшО = — 08-6. 


откуда ` 
7 А= ВО = 1809 Х 2-1, 


РАБ Е обозначаеть цфлое число, Если, при этомъ, сумма 4-- В--С 
не превосходить 180 тралусовъ, то непремфнво 


а вр о=190°. 
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‚Друня формульь относлибяся къ когоуольнымь треуоланикамь. 


$ 73 Преобразовывая предыдущая формулы, мы можемъ полу- 
чать новых, весьма полезвыя въ. приложен яхь, Выведемь вфко- 
зорын изъ них. 

Изъ основныхь соотношев!й: 


эщд _ ча _ мб 
а ее 
вывоДимЪ; в й 
а--ь _ задав _ 202 +В м-в 
р 


916 т ь 
а 0 


Вып ее 


т ны 
аШь вол —ырв _ 9% 3 (АВВ) 


в #0 


АЕ 
2 Со0вэ.0 
или, такъ БАКЪ АВТ С, 


1 : 
03-4 — В) (а ый 


„1 * Е 
эт С бе с 
дфля эти уранвев! одно на другое, неходимъ: 


а—5 


1 
(А-В 


1 
сое 0. ® 
Каждая изъ формулъ (1) содержить вов шесть элементовъ, фор- 
мула ше (2) только дв стороны и углы. 

$ 74. Соотношене: 


а == 2 — 26005 А 
даеть: 
ия е. 


608 А = 5 ; 


но такъ какъ 


ов ау 1, та = у. А, 
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то, подетавляя сюда вивсто соз.А его вначене, позучимъ: 


Зи м 
085 А у 45 4% > 
ЕЕ ТЕ 
[х. 4$ ы 


=== 


=у ЧЕ @—вя 5—6) (0-39) 
= ОГ . 


яп > А 


Посредствомь простыхь перестановок буквъ мы найдемь по- 
хобныя же формулы дли косинусовъ и синувовъ угловъ к Ви 


—- С. Полагая, для сокращена, 
а--6-е=2р 
и, елёдовательно, 


а Ре = р— а), 
ао 5. 


а —в=20—9), 


мы можемъ написать слфдующя двф системы фориулъ: 


1. /2=8 
вр д у РВ, 


{3) 


& 


навонець, рездёливъ каждую Формулу группы (4) вл соотет- 
ственную формулу групы (3), позучимъ новую свотему ть 
м. В. ПАРОЖНОВЪ, ТРАГОВОМЕТРЯ, 


1 в-у @- 5 
эм В= Ре-ъ ' ыы 


1 “— {2-9 ф—% 
иаро-у бур. 


Во вовхъ этахь формулахъ нужно брать при радикал знакъ в 
дьйствительно, половины угловъ треугольника меньше 90 граду- 
совъ и потому вс ихъ тригонометричесяя лини положительны. 


Вызаженя для площади треульника и для радсовь вписаннало 
и описанийо круово. 


$ 75. Площадь треугольника. — Пусть данъ треугольникь АВС 


в ъ $ 


Черт. 16. 


(черт. 16 в 17). Опускаемь взъ вершины 4 высоту АЛ); обовначая 
черезъ з площадь хреугольника, пишемъ: 


в=уех 4. 
Далфе, такъ вакъ изъ прямоугольнаго треугольника АРС 

Ар =ь 5 С, 

= зафв.С, (1) 
Такимь обравомь, изинадь троуюльнике равна половины пронзведеня 


двуть сторонь на синусь ума между ними, 
Примзная эту теорему въ четыремъ треугольники, на которые 
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разбивается четыреутольникь свонми Магоналями, получаем такой 
результать; 
Площадь вояхоло четыреуюльника равна половинь произведещя 
диионалей на сичувь узла иваеду ними. 
Занфвая & въ формулВ (1) его значешемъ изъ уравненя: 
Ш р_ зв 
а = вл == ЩИ 0’ 
находимъ: 
_ т ааа ВзшО 
8—3 ак. <) 


Наконель, выведезвых въ предыдущемь параграфВ уравневя: 


дають; 


ибо 


т 6—2 а 9-9, 
а 
замбняя же въ формулВ (1) зшО этямь звачешемъ, пишемъ: 
8=Ур 9—9 ®) 
р ЗАБеь обозначаеть полупериметръ ао, 


'Изь етой формулы и`изь формуль $ р выводим эще слЪ- 
дующйя, заслужльающя внимая, формулы: 


вы дз 1 зы с 99 


‘ве 


соз 1 дв 1 Воов 1 о Ур Ь—80 4х 8—9 _ 


аще А еще Вов 3 0= 5 


$8 76. Редгусь олисанваго круга. — Пусть будеть описан кругъ 

экохо треугольника АВО’ (черт. 18). Ведемь черезъ верну С 

Жаметрь Ор—2В и соодивяемъ В в% 0; уголь Р прямоугольнаго 
т 


д 78 
3 


Черт. 18. 


треугольника ВСР равень или д, или его попонневю до 1809; 


ел®довательно, 


ь в 
а=2В зщ 4; и = ща. 


Унножая чиститель в знаменатель послёдней дроби на 6, полу- 
чаемъ; 
265 ас аёе 


|: - ЕЕ 
ЗА 4 Ур -о’ 


$ 77. Радрувы вписаниаго и вифаписанныхь нруговъ.— Пусть х есть 
радусь вписаннаго круга. Соеднняя центръ этого круга съ тремя 
вершинами, иы разложимъ треугольник на три другихъ съ общею 
высотую + и съ основатами, равными еоотвётственно тремъ ето- 


ронамт: а, 6, с; слБдовательно, ее, вали 


В и’ =У 


ив==5=8. 
» 


Если обозналить черезъ а, В, у рад1усы вруговъ, вифвписвняыхъ 
въ треугохьникъ, т.е, такяхь кругоръ, которые каевютсв соотафт- 
ственно сторонь: а, 9, с и продолжеюй одвухъ другихь, то, кавъ 
легко видВть, 


=== фЬ-фдь 
откуда 
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Можно также написать (8 74), что 


1 
ар 4. Врьш ТВ, таршв ТО, 


Ивъ этихъ формуль могуть быть выведены еще н®которыя дру- 
ия, изъ которыхь должно заы тать слёлуинтуя: 


ЕЕ 

Ея, 
=, 

АВ =а- Вт. 


Рышене пуялоуюльныть треуюдьниховь. 


$ 78. Первый случай,-— Даны змотенузяа @ в острый уюль В, вы- 
чисминь уюль.С и натеты $ и с. 
Беизвфетные элементы опредфлятся ло формуламъ: 


6=90°—В, Баз В, с асов В. 


Первая изъ нихь даеть 0 непосредственно, дв же остальныя тре- 
бують логариемическаго вычисленя: 


1056 = юра обр В, 1юбе = Юва -|-10соз В. 


$ 79. Второй случай. — Даны смтотенуза в в катеть 5, вычиенеть 
затеть е и умы Ви С. 
Для опредфлешя неизвустныхь элементовь пящемъ: 


= (а-НВ(@а— 5). 


р ь 
зи В =0080=, а; 
Непосредственное опредфлене угла (, какъ кы видимъ, получается 
через косинуеъ; поэтому, оно не дасть достаточной точности, если 
тинотенуз треугольника мало отличается оть заданнаго катета, 
что часто и епучается. Тогда можно начать еъ вычшеленя с и ва. 


тЪиЪ получить 0 по формутВ: 


В 
%0=ъ; 


— 102 — 
логариемируя, находимъ; 


Зое ово 18 @—5), 
Тоба 0 =1086 — 1086. 


В 
Также ножно вычислить С прямо, замфаяя спб Сего зничешемь „- 
въ формулахь: 


ми 0= УЕ 


которыя послВ такой замфны перейдугь въ слёдуюция: 


1036 


16— 
шв СУ транб, 


/в—ь. 
ав} 


та 0= 


каждая изъ этихъ формуль даеть уголь С’съ извфетною точвостью, 
но вторая-предпочтительнфе, так жевъ не требуетъ другихъ ло- 
тараемовъ кромв т№хъ, которые нужны для вычислен!я с. 

$ 80, Трецй случай. — Доны комеюь Ь м одинь изъ острыь узловь, 


вычислить второй уоль м двь друйя стороны. 
Неизввстные элементы опредёлятея по формулаю в: 


в--0=90°, ар» е= ео В; 


логариемируя дв послфдная формулы, попучаемъ: 


1оба — 108 — 1ожзш В, 
У ве= ю2ф + 103еоЕ В. 


$ &1. Четвертый случай. — Даны катети $ он с, вачнемить то 
зпенузу @ и острые улы Ви С. 


Для опродёленя непчроер 


ыы 


сб = 8 В =, =. 


Посяёдняя формула неудобна для погариеническихь вычвслен!й: 
ев пришзось бы преобразовать, вводя вспомогательный угохь; такой 
премъ приводить сначала къ зычвеленно В по формул: 


Торлая В = 1066 — 06, 


—13— 
посль чего « опредёлится по. формул: 
ад, ив оба Юва В. 
$ 82. Примфръ.— Даны: 
а— 5600%,51, 6=5430* ‚04. 
вычислить с, Ви 0. 


Ходъ вычислений. 
в--Ь=1133175, а—=45827 


Вызшалене стороны в. | Вышиелене уча 0. 
@+@&—5 | Е И 
105{6--5).........45549970 | ыН а 
05 (а—5).........2.8568570 | —105@--® .......5,9451030 
| . 6.710840 | 08(а—%)... и 2,6563570 
..:. +: 8,8558970 |. тен. + 8,6020600 
2266=,35 ЕЕ. ...: 13010800 


#0= 1°18'35" 46 
б-==2298711"52. 


Дайе, 


В=90— 9 — 6702248"',48. 


Ришене косотольню знрепольника, в которожь изоъетны одна 
сторона и два ума. 
$ 83. Нензвфотный уголь получится иепосредетвенно, по фор- 
ул; 
А-В 6=180°. 
Если дана сторона а, то стороны В и с вычислятся по формуламъ: 


ов ос 
2 пд" бал” 


$ 84. Приафрь,—Даны: 
А — 81°47'19”,5, В=38012'41'5, 0=60°, а=17012“ 24, 


вычиминь стороны Бои с и площадь 5 треуюльника. 
` # 
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Ходъ вычислен, 


Вычиелеще стороны 5. Вычислене стороны с. 

— вв ‚— 936 

5— зи = 14. 
10а. т. 3,8458568 | юа........ . -: 88458568 
—юзщ4....... - 0,0044774 | — Юз А. . (2... 9,0044714 
105 В.......:.. 1.794024 106880. ‚ ...... 1,9315306 
..... 6417866 Юве - . 31878648 
4382* 65 


Вычислеще плотады 3. 


3—1 Ява С 

2 5. ы 
21068... лен: +. 1,6911136 
1обвш В. еее телек т 151914024 
сети оььь =. 9875806 
С. -ь ть, 0,0044174 
угла е 16989700 
71240940 


Рьшеще косруюмьною треуюланика, въ которомь изъстны дать сто- 
роны м узаь, противолежаний одной изь миль. 


$ 85. Если „фи А-данные элементы, то опредфаяють по- 
олёдовательно пеизюботные элементы ло формуламъ; 


= 4 


зы В А+ В+ С= 1807, = 96. 


Если уголь В мало етдичаетея оть 90 градусовъ, то окъ не 
можеть быть опредфленъ съ достаточною точностью по своему си- 
нусу; въ такомь случа вычисляют сначала произведене 930.4 В 
затфмъ получають уголь В по формул 


Ъ8ш А 


1а16 В = = 
{@-Ь зы 4) (в 
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таюже можно воспользоваться формулою: 


авео) =И 5, 


которая зытекаеть изъ разенства: 


1-Е В 
ва (15° 55 5) = 1—5 В" 


при замвав т его значенемъ. 

Однако, послёдЕя формулы не могут дать В‹съ достаточною 
точностью, если этоть уголь весьма мало отличается оть 90 гра- 
дусовъ и если данный, какъ часто и бываетъ, не вполн® точны. 
Въ самомъ д®аЪ, въ хакомъ случаВ небольиая ошибка. въ Данвыхъ 
элементахь можеть причинить значительную ошибку въ угл В. ') 

Замфчане 1. — Есля а>аш., то только въ этомъ случав по 
Табиацамь можно найти дая В звачене М<90°, но можно также 
взяль В=180°— М; дая С будеть два соотв тетвующихь звачеша: 


6=18%°—4—М, 0=М—4 


и, спВдовьгельно, также два соотв хствующахь значеня дяя с. 

Чтобы уголь М удовлетворять вопросу, необходимо я доста- 
точно, чтобы А-ЕМ было <180 градусовъ; равнымт образомтъ, чтобы 
180'— М соотвьтетвовало вопросу, необходвмо и достаточно, чтобы 
М было > 4. Изсявдуемъ, когда эти услоыя могуть быть вы- 
полнены. 

1. Есжв А= или >> 90 градусовъ, то значене 180° — М дан В 
не тодитсн, и усзове, чтобы М было рётенемъ задачи, выразатея 


нераведествомъ: 


М<180°—4, 
г перапанотвя монкта ЯП трахусоят, 
неравенствомъ: 
ва М < 81 (180° — 4) = 4, 
т.-е. 


4 сша, ви В <. 


1) м. Дибререниальный пириюнометрическя формузы въ сферической 
приговошетры Сорри. Пар. М. В. Ннрожжова. Сиб. 1902 г. 
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Отсюда видно, что задача можеть иифть только одно ршен!е, и 
что услове для существоваяйя этого ршен!я заключается въ томъ, 
чтобы сторона, протяволежащан данному углу, была больше другой 
данной етороны. 

2. Есзи А < 90°, то значене М для В веегда удовлетворить, 
но чтобы можно было взять также В — 180% — М, необходимо, 


чтобы 
М> А, 


или, такъ какь 06Ъ чаети этого неравенства меньше 90 градубовъ, 
чтобы 

эш М> вт А. 
е, чтобы 


4 ть д, или а. 


Бакъ видно, въ разомотрённомъ случа условме возможности 
веть а>53т.А; если это услове выполнено, задача допускаеть одно 
или два рышеня, смотря по тому, будетъ ла сторона, протяволе- 
жищан данному углу, больше изи меньше другой данной стороны, 

Наши заключен{я вполнф совпадаютъ съ заключен!ами, выво- 
димыми геометрически; останавливаться на этоиф мы считаемъ 
излишнимъ. 

Замёчене Н—Въ предыдущемъ ршения еторона с вычисляется 
поелб умловъ В в С; ела же эти послфише не нужны, то ето- 
рону с можно вычислить в непосредственно, пользуясь форкулою: 


р аи — Зов 4, 


откуда 
6508 АУ — зи; 


чтобы привести эту формулу къ виду. удобному для логериемичее- 
квхъ вычисленй, нужно ввести вспомогательный уголь (8 58); 
вычаелевя, которыя придется при этомъ произвести, будуть также 
дяинны, какъ и тЪ, къ которымъ приводить первый методъ вве- 
дешя вопомогательнаго угла. Есть другой, бодфе естественный, 
©иовобъ привести выражеве для с къ виду, удобному для лога- 
риемическихь вычисленй, именно нужно положать ($ 58) 


с 


5.4 еще. 
в^ =, откуда В; 
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тогда значене с будетъ: 


аш = 4 


259 со 


4 


@105Ф 


84 * 


откуда вадно, что вспомогательный уготъ ф есть нокЪ-разъ уголь В 
треугольника, Слфдовательно, нётъ никакой надобности изифнять 


данпое поми рфтешо. 
$ 86. Принбрь. — Даны: 


А == 27047144",77, а —2199%-,12, 


вычислить В, Сие 


$2518.28, 


Ходъ вычисленй, 


Вычиелете узза В. 
ии А 


№ ..... 
—1% ..- 
ЮЕзШ А... 


юз В. 
Вудеть два рвшеня: 


3,4002409 
.6577511 
. 16686853 


. 1,7266173 


В=3901215",23 и ВаТАТЧа”лт. 


ПЕРВОЕ РЪПШЕНТЕ, 
= 32°12'15',28 
Вычислеще ума С. 
-6=180° — А-В 
= этАтчА, 11 
2912'15",28 


ооо би 


Вычислеще сторомы с. 


—_ вв 0 

50 А 
№юа .-....-. ...: 33422489. 
— 1051 4........ 0,3318147 
ЮшО.,... . 1,9375806 
06е.... . 3,6110942 


ВТОРОЕ РЫШЕРЕ, 
В=омтатча" т 
Вычислеще уала 0. 
0=180°—д—В 


2147'44",17 
тата", 


4094'30".46 


... 3. 8,8428489 

о,з81За4Т 

.. 88857358 

...-. 26592994 
362*.,493. 
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Рышеще косоушаанио треуюлиника, 65 которомь шетстны дет сто- 
роны и июль между нижи. 


$ 87. Первый методъ. — Пусть а, Ь, С будуть данные элементы. 
Чтобы найти углы Ди В, можно воспользоваться формулою (2) 
$ 73-го, именно: ь 


вы ВЕС. 
Эзв формула даетъ полуразность: 
а-в=и 
съ другой же стороны, извфетво, что 
Зав =чфт 6 

отсюда, посредством сложешя и вычитан!я, получаеиъ: 

д=90' Там, 

В=30°— ТОМ, 
Вычисливъ такимъ образомъ углы А и В, ны моженъ вычистить с 
по формулв: 


ато 


“за, 


но лучше воспользоваться одною изъ формулъ (1) 8 73-го, именно: 


@-увтс  @— 5 С 
2 г В 
ваз 1 (4— В) 01 (4— В) 


придется только взать два новыхь логариема, 
Если етороны а и $ заданы поередетвомъ евоихъ логариемовъ, 
то можио сократить вычнедеще дроби Ри входящей въ составъ 
. 1 
выраженя для ще (4— В). Для этого хосталочно взести вепо- 
могатезьный уголь ф посредетвомъ равенотва: 


О 
420 =; 
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ДАйствительно, торда 
(аав (ф — 45°) 


и, енёдорательно, 
‘26-3 (4 — В) = виа (р— 46 00. 

Дельс оычиелоте утлорь Ан В пдоть, кашу, покавашо вышю; для 
опредфленя же стороны с надо прибфгнуть къ формулв: 
аш С 
тд * 

Второй методъ. — Эту же самую задачу можно рёшить при по- 
мощи формуль: 


= 


ст А = С, 

2608 А = — сов С 
и получить такимъ образомъ наиболЪе простое рётен!в, въ особен- 
ности если, какъ это часто случается въ Астрономи, 4 пзавотно 
поередетвомь своего логариема, а $ дано непосредетвенно. Два 
предыдущихь уравнен!я для вычислешй съ помощью догарвемовъ 
дать: 

ю5 (-Е лв 4) = юва-Р ют С— 106 [-= ($ — 008 ()], 
Юе= 10а - 105 вт С— 05 мт 4. 


Чтобы найти Ю5[-=(%-- вс080)] вычиеляють сначала лога- 
`риемь абсолютной велачнны 0603 С’и подыскивають 0 с08 О, а 38- 
ть, поередоевомь сложен или зычитаня, получають $ —а608 С. 
Когда уголь 4 найденъ, В опред®литея изъ соотноненя А--В--0== 
= 180°. 

$ 88. Примёръ.— Даны: 

Юра 0.428751, №—0,0008764, О0—18°281",62, 


вычислить умы А и В, сторону с и площадь $. 


Ходъ вычисленй (первый методъ). 
_Вычислеше $ (ово =$) 


1068.:.:..... 0,4287591 
Ю5. Бр 0,0008764 
10245808Ф...... 0,4218827 


Ф— в ==24°31'35",59 
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Вычислене улловь А и В, 
чале КА — В) = 418 ($ -— 45°) 00. 


Товфава(Ф — 45°) ......... 1,6592428 
1066040. .,..-... ..... 0,0880013 
Товита (А — В) 1472440 
К4—Р. 2... 8991144",15 у 
ПЕ В) он нея 5045'56",19 


д=19%5740',94 
В= 317341", 44 


_Вычиелеме стороны с. | Вьяисдеше площади в. 
вс з== абы С. 
зв А ° 

: 08а. .. 0,4287591 
Зе: . 9,4287591 | ю8ь, 0,0008704 
ю580...... . 59911445 | 1ювыт О. ‚ 159911445 
—ЮезшА.... . 0,0087003 | —1аё8 .._- .. 1,6989700 
105е. г. -ьт. 0.4966089 | 1085. у.е, 0,1197500 


с 7057 | 8= 1,3175. 


Ходъ зычисленй (втерой методъ). 


Вычнсяене пачинаемъ съ Ъ, заданнато посредетвомъ логариема, 
находимъ 6 -= 1,002090. 


„Вычиелене А. 
БА 
10а. .... 0,4287591 ..ь.- 0,4287591 
СВО... ВБИ ди. . 9911445 
1Ю50080........ 1.195158 | `` №8@—@0050). . . 0,8820681 
46080, ...1..... 0,5865075 | юрашрл........ 0,1519723 
$—00080....... 0,4656195 | А==179051'40",95. 


Чтобы вычиолить с, поступають тавъ же, какъ и при первомъ 


иетод®; только здфеь нужень еще оданъ новый погариемъ, именно 
108 зш 4. 
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Римшене косоуюльнао треуюльника, въ хоторомь извьонны три 
отороны. 


$ 88. Формулы 8 70-го, опредвляющуя углы А, В, С по ©то- 
ронамь, не удобны для логареемическихь вычислен, но зыве- 
денныя изъ нить формулы $ 74-го могутъ служить хля вычислан!я 
угловъ. Изь нихъ сл®дуеть предночитать формулы третьей группы, 
именно: 


ше д = я =. 


опредфяяюля углы т, тв = 0 по из тангенвамъ. 


Заифчане.—Чзобы задача была возможна, необходимо и доста- 
точно, чтобы каждая изъ сторонъ была меньше суммы двухъ лру- 
гихъ, если это услове не выполнено, одна изъ разностей: р-—а, 
2—% р—с будеть отрицалельною, а дьф друНя--положательными: 


слФловательно, значетя Ш, ... ЯВЯТеЯ УНИМЫМИ, 
$ 90. Приибрь— Даны: 
&=70!",224, Ь— 438,265, с-=613%,571, 


вычислить умы 4, В, О м паощидь в. 


Ходъ вычислений, 


р=Каь+0..... 816,580 | .... 2,9427668 
с „... 175,306 ... 2,2437968 
ель, 438,265 . 2,5417368 


вв... 3. 263.959 | 106(0—6......, 254198881 


_Вымислене ума А. 


—5@= 
405} 4 =/ 99659 т 
105 (2}—8) 2,6417368 
08(2—9.. . 24198881 
—Ю(#— в). ‚ 31562032 
о 3,0572332 
аи чеаьЕ но 1.8750613 
Юве 4....... 1,9375306 
$ 4=40553'36',22 


А= 819411121, 44 


Вичиелеше зала С. 


Ю(р—а)....... 2,2487968 

ю08(2—©.. . 2,4198881 

—ю(#—9)...... 3,3582682 

р... . . 30512332 

Ва 1.0791813 

Тора В....... 1,5395906 
В 19'0з" ЛЯ 


В=38°12'47',54 


Вычислеще лошади 8. 


лв О Ие-9 —®. 


2@—9 
108(р—а). .. 2,2437968 
108 (#—5) . 26417868 
105(р 9. . 3,5801119 
— Юр .. 3,0512382 
Зака 1,5298787 |. 
ТокааЕЬС.. . 1,1614388 | 


30° 
= 60° 
Повърка: 


А-В 9=180' 


8=У2@—)Ф—9— о. 

. . 2,94271668 

.. 2,2437968 

. . 9,6417368 
. 24198881 


. 10,2481885 
. 51240948 
8= 133074". ‚33. 


— 0.02. 


Различные случаи, ди, Эанныя не искмочизнельно стороны в ул. 


$ 91. Чиело задачь, кая можно предложить на рёшеше тре- 
угольниковтъ, беяграяяеяо. Мы привовеыт. олжок офоголька прим%- 


ровъ. 


Задача 1.— Рьишить иреуюльникь, знал уюль С, противоложанцую 
сторону © и сумму или разность двухь друшть сторонь в и В. 
Одна ввъ формулъ (1) $ 73-го: 


1 
ева (4— В) 
зас 


а 


с 


—и3— 


даеть непосредственно полуразноеть ив) а такъ какъ цолу- 
сумиа На+в извветна, то отсюда опредфлятса А и В; дале 
мы находамъ а—$, если дано а--Ь, вли «-ЕЪ, вся дано а—$, по 
той изъ двухъ предыдущихь формулъ, которою еще не пользовались. 

$ 92, Задача И.— Рьшиимь зереуольникь, зная уюль В, прилежа- 


звую сторону а и сумму или разность деуть друшль сторон. 
Навывая черезь Зр периметрь а--5- с, пашемъ ($ 74); 


ааа 
откуда 


але виа 29 и шир 7 сы =. 


Если дана сумиа 5-|-с, ТО ИЗВЪСТНЫ р и р—а; ебли же дана раз- 
ноель $—с,`то навфетны р—Б и р—с. Поэтому, и въ томъ, и въ 
другомъ случа можно вычислить уголь С’ по предыдущимъ фор- 
муламь. Далфе, рышен!е оканчивается такъ же, какъ и въ $ 83-мъ, 
или пучше по какой-нибудь одной изъ форхуль, выводвыыхь изъ 
предыдущихь посредегвомъ взаижной перестановки буквы 4 и В, 
аиЪ. 

$ 93. Задача И!.—Рюмиимь эреуюленить, знал площадь $ ц умы- 

По $ 75-му 


1 аб куда а— у 2598 
22 зад’ 18а в 


= 


Стороны $ и с вычисляются по аналогичныиъ фориуламъ. 


$ 94. Задача М.-— Рюмиинь треуюльикь, зная периметрь м умы. 
Изъ формуль (3} и (4) $ 74-го выводимъ: 


Но этой формулВ мы и вычиеламъ д. 
$ 96. Задача \.--Рижиитю треуюльникь, зная радбусь + вписаннао 
хрум м умы. 
м. В, ПИРОЖЕОВЪ, ТРАГОНОМЕТРИЯ, 8 


— 114 — 


Изъ формуль, данныхь въ предыдущихь параграфахь, легко 
выводятся слвдующя: 


1 
РЕ ато 4, Р—® тео В, р с 76065. 0. 


по которымъ можно вычяелять у—а, р—, р— с, 8 ствдовательно 
и стороны: а, 6, с. 

$ 96. Задача У. — Решить пиреузолонияко, ан ушло От ужи © а. 
ев. ‘получаеныя отъ сложещя противолежащей стороны в въ каждою 
изъ двуть друньть стороны. 

Предположемь, что с а>с--%. Формулы (1) $ 73-10 дають: 


екюневы _ 98 та—в-+- 2810 
с 


ет , 
зш> 0 
т. © 
езю-егь _ м-в 
с ра Е р 
+05 р 
откуда 
Я м: 
зт г й оча-еты и, @ 


св (АВ) То + ве ° 


Полученная формула (2} содержить только одну неязвфетную 
Уи—в) которую и можно опредлить нри номоди према, ува- 


заинаго въ 8 60-иъ, вычисляя вспомогательный уголь $, лежащий 
между пулемь и 90 градусамя, по формул: 


е+я-@ть 


ето тети 6930. ® 


Если теперь составить новый треугольникь, сторовами котораго 
была бы в Га и с, а уголь между ними равналея бы 0, 19, 
называя въ этомъ треугодьникВ черезь А’ уготь, протяволежаний 
сторон с--а. н черезь В’ уголь, противолежатий еторон® е-Н&, 
замфтимъ, что похуразноеть та—в) выразить точно вепомога“ 
тельный уголь $, согласно формул? (2) 8 73-го; поэтому 


оТЕуда 
АО, В! = 90—10 % (4) 


Поелв этохо уравнеее (2) можеть быть парепчеано въ слёдующемь 
ВИА: 
Е та —8} зто 1 (А’— в). 


(А-В 238 С ва" в) 


освобождаясь оть зваменателей и полагая для сокращена 


4-в_ А-В _ 
АВ 
ваходимь: 
Ваз азр 1 Ош (4'— В; 5) 
зная зе, что 
АТВ АТР, 
р НЫ 
ВЫЗОДИМЪ: 
А=А-а ВЕВ- и (6) 


Ухоль х вычиелится по формулВ (5), послё чего формулы (5) да- 
дуть Аи В, такъ какъ А’ в В’ извёствы, 
Чтобы вычислять с, обращаемся ко второму изъ урявненй (1); оно 


дает: 
— @ +9). +8) — © +5) 9584, (7) 

и 2) 
пог этого мы можемъ, ваконець, вычислить сиё по фориулемъ: 
в=е-+—в ее (8) 


Вспомогательный `треугольникъ, которынъ мы пользовались. 
всегда нозможенъ, каковы бы ни были данных ср а, с 0: 
отсюда ‚ сибдуеть, что уравнеше (5) дастъ всегда вещественных 


Аб `можыно ибропивать вадим, 
шо, СРО можно порописате сабдуютимть 


вта-=аи А’ — эВ" ® 


в тогда видно, что вторая часть содержится между 0 и 1. Это 

упавнен{е имфелъ корень х, заключающЙея между 0 в 90 граду- 

сами, и притомъ единственный, который можеть удовлетворать иа- 

ней звдачб; въ самомъ дфЕЪ, такъ вакъ А’> В’ и, сяфдовательно, 

уголь В’—острый, то впачеше В, получаемое изъ второго уравне- 
Е 
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в1я группы (6), можеть быть похожительныхъ только въ томъ слу- 
ча, если х меньше 90 градусовъ. Но кром® того видно, что прод- 
доженная задача возможна только тогда, если вначене для д, ©0- 
держащееся между 0 и 90 градусами, меньше В/, что выражается 
неравенствомъ зшх < зш В’, или, въ силу ураннешы (9), неравен- 
ствомъ: 
4’ < 2 В" 
это же поелздиее наравенство само равносильно слвдующему: 
в--а< 8-5. 


Таково необходимое услоше, чтобы задача была возможна; это же 
увломе есть къ тому же лостаточное, Дйствительно, если оно 
удовлетворено, то вначен!я Аи В будуть положительными; сверхЪ 
того, ихъ сумма будеть меньию 180 градусовь; значене для с, 
выводимое изъ уравнен!я (7), будеть тоже положительное, и оче- 
видно, что. этя значеня обратять уравнев!я (1) въ тождества. Пред- 
положим, теперь, что требуется рышить треугольникъ по элемен- 
тамъ: д, В, с, которые мы только-что вычислили; такая задача. 
всегда возможна, и для рёшеня ея, очевидно, можно воепользо- 
ваться уравновями (1), изъ которыхь непремфнно получатся дая- 
выя значен!я для с-|-а и с-|-. 

Зажёчане. — Если ср в=е-- $, то углы ф и х обращаются 
въ нуль; А=В= А'= В. Въ этомь случав формула (7) боле 
не годится хвя вычислет с; тогда нужно обратиться въ первому 
изъ уравнений (1); оно даеть: 


откуда. 


Итакъ, 


= — в опредёлится по этой формул, послВ чего уже не трудно поху- 
ЖИТЬ: 4 и &. 
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О стисанномь четыреуольникьь. 


$ 97. Мы считаемъ необходимымъ показать эдфеь же, как 
можно вычислить углы, площадь и агоналя воисаннаго четыре- 
угольника по четыремъ его стороваиъ. 

Пусть АВОР (черт, 19) есть вписанный четыреугольникъ, сто- 
роны котораго АД, 20, СР, РА мы будемъ обозначать черезъ 


Черн. 19. 


а, В, с, а, Магонали АС и ВР—черезъ х и у, ихощадь-—черезъ 3, 
ражуеъ описанваго круга — черезь В и углы — буквами соотвЪт- 
отровшыхь першвот. 

Такъ вакъ углы В и р— пополнительные, то ихъ косинусы 
равны, во противоположны по знаку; треугольники АЗО в 40Р 
дают: 

2 =а' | Р° — 204008 В, | @) 
я =: -- Ф-- 20400 В; 


изъ отахъ уравненЁй, исключая х, находвыт, 


(2) 


Полученная формула неудобна для логаримическихь вычис- 
чен1й, но ее можно преобразовать въ формулы, удобныя для та- 
кихъ вычисленй. Въ самомъ дфяф, 


ша в= 


вамЪниа эдфеь соз В его значещемь, ваходимъ: 
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121 Е @- 9 Сао Фе -вке+я, 
8’ В чес) чей) 

1 ое Фр еье-Ф. 
сз В бой) чей . 


Обозначаемь черезъ 2р периметръ а--5-е-4; тогда а-$--е—@== 
= (94), ... и, слёдовательно, 


шов = У == ‚вт в=у тре. (3) 


Дёая посл»дайя равенства одно на другое, получаемъ сл®дующую 
формулу: 


@-®р-в 
ие иена, ыы 


`улобвую для логариехическихь вычислешй. Также, чтобы вычислить, 
уголь А, напитемъ фориулу: 


и ЕЕ 
ии А-У оо. 


5) 
Когла углы четыреугольника извЪотны, то дагонали находятся 
по одному взъ методовь, укаяанныхь въ 8 &87-иъ. Что квеается 
площади 3, то она предетавить сумму площадей треугольнаковъ 
АВС и АПС, т.е, 6 75) 
= т (@- @)вь В; 


уиножан же уравнен!я (3) одно на другое, патшемь: 


ШИ 
30 В=8 — тя 


слфдовательно, 


5=Ир—а 2-96-99. (6) 


Если предположеть, что сторона { обращаетея въ нуль, то эта 
формула перейдеть въ формулу, выражающую площадь треуголь- 
ака въ функщи оть трегь сторомъ. 
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Есла требуется вычислить непосредственно Жагонали хи у, то 
подетавляють въ одно изт уравненйй (1) значене с0з В изъ урав- 
‘нева (2}; тогда 


2—4 ее +4) 


аа . 
или 
(ас + аа 5}. 
Фа } [9 
таке а 
ас 
8 ты о — г 8) 


однако, эти формулы, (7) и {8), неудобвы для зогариемическахь 
вычиеленй, . 

Умножая и дфля уравнов! и (7) и (8) одно иа другое, получаем 
форхулы: 


С 
та ) 


ыы га 
ху=ае реа, р 


вырежающия двБ вавфотвыя геометричесвя теоремы. 
Можно, наконець, выразить радуеъ В опиеаннаго вруга въ 
функц сть четырехь сторонъ. Въ самомъ дёлЪ, по $ 76-мр 


Е 


Вуда 
от5уда с ан № 0% 
Уж (45+ 9) 9+ ®) 
НЫ а (0) 
Иа 0-9 


Дъьйствёя на зежной поверлности. 


$ 98. Прангулящя.—Веякая съемка плана ифотности, города, и Т, д. 
©ъ нёкоторою точностью основывается на предварительно вычие- 
ЛАВЕОЙ зротуляии. Такъь называется опредфленю значенй веВтъ 
знементовъ ряда иди сть прилегающихь другь яъ другу треуголь- 
наковъ я саязанныхь взаиино точками, выбранными ва ивстности 
произвольно. Вся разъ, когда мботность не вполн® горизонтальна, 
что чаще веего и случается, нужко вообразить, что такая сть 
проектирована на горизонтальную ихоскость, распозожевную Еиже; 
элементы этой проевши, ила, какъ говорять, сЁти, приведенной къ 
зориюнту, и важно звать и умть опредваять. 
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Веф угпы треугольниковь изм®ряются инетрументомъ, узлольь- 
фомь или лучше теодолитомь, который дветь углы звиоли® приве- 
деняые нъ горавонту. Изъ лин только одна рзифраетс» непо- 
средетненно, при ПОМОЩИ землемюрной цльии или особаго прибора 
ь жезламиу ее навывають базисомь. Друг!я стороны треугольниковъ 
опредфляются вычислененъ. ы 

Вескыя пажна выбрать наллежащимь обраяомъ точки для три- 
гононетрической офти, чтобы имЪфть только оъиюдные треугольниви, 
т.е. таке треугольники, въ которыхь ви одинъ изъ угловъ не 
быль бы слишкомъ острымъ. Въ самомъ дёлВ, ив трудно видфть, 
что точка плохо опредёлена, если она задается пересбчешенъ двухЪ 
прямыхъ, образующихь между еобою весьма малый уголъ, и именво 
въ томъ смыслЬ, что самая легкая ощябка въ эначен!я угла иожеть 
повести за собою значительную ошибку въ положен точки. ВотЪ 
въ общихь чертахь обычный ходъ трангулящи. 

Посл предваратезьнаго изученя мВотиости, которую требуется 
нанести ва планъ, выбирають центральную точву 0 (черт. 20), 


Черт. 90, 


которая могла бы быть заифчена издади, какъ напр., вертину ко- 
локольни, или шесть на высокомь зданш, или даже простую в®ху 
съ сигнальнымъ знакомтъ, если ифствость— открытая. Затбмьъ вы» 
бираютъ, въ предфлахьъ плана, лять, шесть ила боле точекъ, 
А, В, С, О, Е, Е, которыв были бы видвы изъ точки О и пря- 
томъ так, чтобы треугольники: АВО, ВС0,... былв бы найвы- 
тодвыми. Важно также, чтобы одинъ изъ боковь многоугольника 
АЗВСРЕЕ, напр. АЗ, могь бы быть изыфренъ непосредственяо` и 
принять за базисъ. 


Когда опрелфяена одва изф оторонь иногоугольниив, напр. АВ, 
и вершаны отыфчены вфхами: или хаквиъ-нибухь другямъ энакомъ, 
то переходять посябдовательвно изъ одпой вершины въ другую и 
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ивмзряють : въ точкЪ А углы ОД и ОАВ, въ точкВ В угяы 
ОВА и 03В0,..., наконець, въ послдней вершие8 Р углы ОРЕ 
и ОРА. Благодаря этимъ измфремянъ, мы можемъ легко опредё- 
лить каждый изъ угловъ при точЕф (0 и неносредетвенное вхъ 
опредёлеше является лишнвиъ, лить бы только набяюденные углы 
были бы ивыфрены съ достаточною точностью. Велячину этой точ- 
ности мы можемъ найти, складывая вс наолюденные углы и 
сравнивая ихъ сумму съ суимою угловъ иногоугольника, извЪетною 
заранфе. (Если мнотоугольникъ о шести сторонахъ, какъ ва на-. 
шемь чертежЪ, то сумма угловъ равна 180% 4 или 720 градусаит), 
Разность между двумя суммами, равдфленная на удвоениое число 
сторовъ многоугольника, будетъ среднею ошибкою наблюденй. Если 
эта средняя ошибка превзойдеть оптбку, допускаемую свийуъ 
зиструмевтомъ, то нужно дфйстыя начеть евова; въ противномъ 
случаВ набяюдешя можно считать точными и ве прибфгать къ 
непосредотвенному изыфренпо угловъ при точк® 0; но въ такомъ 
случа наблюденные углы исправляють, увеличиная или уменьшая 
каждый взъ нихъ на средеюю ошибку, о которой мы только-чте 
товорвли. 

Когда наблюденя произиедены и февультаты иепразлены, каКЪ 
сивзано выше, то приступаютъ къ вычиеленно треугольвяковъ. 
Первый треугольникъ 480, въ которомт извфетны стоюна АВи 
углы, дасть стороны АОи ВО (первый случай косоугольвыхь 
треугольников); второй треугольникъ В00, въ которомь теперь 
известны сторона ОВ и углы, ласть ВСи С0; трей СВи 20,...; 
нанонець, послёдый РА и 40. При этомъ мы получаенф средетво 
ловфрить наши дЪйстыя: значев!е стороны АО, выведевное изъ 
поелёдняго треугольника, должио совпасть съ начадьнымь зн29е- 
немъ. 

Эта первая сЪть треугольнуковъ составляеть такъ вазываемую 


Вей од ото уч, служить, п ПАЛ 


очеродь базисамя для нанесеня на плавъ другахь точекъ и такъ 
вакъ онф расходятся въ различныхь направяеняхь, те всегда 
можно распорядиться такъ, чтобы имфть только наивыгодные тре- 
угольники. Такимъ образом» будуть нанесены на планъ точки 
бя Н, воли вхъ связать со етороною АВ, измфривъ углы при 
точкахь Ди В въ треугольникахь АБС и АВН, двлЪе, вы- 
числяють стороны этихь треугольниковъ. Равнымь образомъ, нА- 
носятъ на пзавъ точки Ги У, связывая ихъ со стороною СР глав- 
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наго многоугольника, и точку К, связывая ее 0 стороною ЕО. 
Наконецщь, когда ставуть извфееными стороны этихъ второклас- 
евыхъ треугольниковъ, то можно принять ихъ также за бависы; 
напр, можно нанеетв на плань точку Г, связывая ев ©0 ето- 
роною ЕК. 

Еслибы но характеру мФотности нельзя было бы ввять за, базисъ 
ни одну изъ сторенъ главнаго: многоугояьняка, то прашлось сы 
измфрить нФкоторую такую часть базнеа, которая могла бы быть 
„ввявана съ одною ивъ этихь сторон, напр. ск АЖ, поередотвомъ 
одпого идя самое большее двухъ треугольниховъ. Вычислене этихъ 
треугольниковъ дало бы АВ и вс дазьнфйния дВйствя продол- 
жались бы такъ, какъ еслибы сторона АЗ была измфрена непо- 
еродетвенно, 

Часто за главный мпогоугозьникъ берутъ простой треугольниъ, 
а вн базись одау язъ сторонъ этого треугольника. Въ этомъ случа 
ивыфряютъ три угла непосредственно; есля сумма наблюденныхь 
угловъ отличается оть 180 градусовъ, то барутъ треть разности 
между этою суммою и 180 градусами: это есть средизя ошибка 
ивъ трохъ ноблюден!Й. кан эть средняя ошибка допустима, 10 
исправляють набяюденные углы, какъ сказано выше, в рЕшаютгъ 
затёмъ треугольник, Зная же всф три стороны, можно всякую 
точку мЪотности нанести ва ПЛАНЪ, СВЯЗЫВаЯ ве съ ОДНОЮ иЗЪ 
сторовъ этого треугольника, 

Заканчивая ьту главу, ны разберемъ изеколько вопросовъ, чаето 
предотавляющихея въ межеваши и въ снами плановь. Во всВхЪ 
этихъ вопросахъь данными служать базист, который можно взи- 
рить цфтью, и углы, ддя измфревя которыхь можно употреблять 
простой утломфрь. 


ада п. ы . 
Задачи ао Прививической зпуилонометуйь 


$ 99. Задача |. — Найти высоту башни, къ подножфю которой 
можно подойти и основаще которой расположено ва жьстностии почти 
зоризонтальной. 

Пусть (черт. 91) В есть вершина башни и 5А— я высота. 
Веруть угпомфуный снарядъ и устанавяивають его въ такомъ 
иветВ, разстояне котораго до башни было бы ни слиткомъ везико, 
ни слишкомъ мало сравнительно съ ея высотою. Лимбь ставять 


въ такой вертикальной плоскости, которая проходила бы черезъ 
вершину башни и пратомъ такъ, чтобы его даметрь быль гори- 
воНтаЛенЪ. Алидаду же вращаютъ до тВхъ поръ, пока не увидать 
ва сбрединЪ нити ея Фолинровь или ея зрительной трубы вершину 5 
башни, и тогда оточитывають по лимбу дугу а между горвзонталь- 
нымь даметроиъ и азидьдою, это будеть уголь С’ прямоугольнаго 
троугольнавь 800. Затфыъ беруть при помощи отофсв проскцно 2 
центра инструмента; исходя изъ этой точки В, ведуть прямую 
линию въ направлетя д1аметра Са и языфряють п®иью горизон- 


Черт. 91. 


тальное разстояв!е Вл, оточитаниое въ этомъ направлени оть 
точкя В до башни. Такъ какъ Ор-= ВА, то ивъ прямоугольнаго 
треугольника 5СП, въ которомъ такимъ образомъ извфстны катеть, 
СТ) и острый уголь ЗСО, вычисляють 5.2 и прибавляють АХ), иля, 
что одно я то же, высоту ВС угломфрнаго снаряда; сумма и будеть 
искомая высота. 

$ 100. Задача |. — Найти: эысоту башни, къ подножю которой 
недьзв подойти и основанёе которой расположено на жъстнонни почти 
зоризонеиьыльной. 

Пусть (черт. 29) АЗ есть высота башни, къ понножю которой 
нельзя подойти. Угломфрный снарядъ устававхивають эъ нфкото- 
ромъ местВ В; лимбь, какъ и въ предыдущей задач, ставятъ 
вертакально такт, чтобы его дшметръ быль горизонталень и чтобы 
его плоскость проходпле черезъ вершину 5. Алидаду инструмента 
направляють на вершину 5 и отсчитывають угохь 5СР. Залмъ 
ведуть прамую линшю ВВ’ въ направлени горизонтальнаго даметра 
0& и переноеать угдомфрвый снарядъ параллельно самому себф 
закъ, чтобы его центрь провктировалел въ точку В’; тогда свова 
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заправляюгьъ злидаду инетрумента на точку 5 и отсчитывають 
утоль 90'Р, Наконець, изыбряють цфпью лвано ВВ’=00". При- 


Чери. 22. 


нимая во внимане эти измбрешя, мы изъ треугольника $00’ на- 
ходимь: 


86 тбСр ВВС. 
ВВ вор 800)" ЭТУ 50 = (Зор—800) 


изъ прямоугольваго же треугольника 50 


50 =805в500; 
елдовательно, 
ур ВЕешбОрнияст 
—` ы1(90р— 560) ^ 


Такямъ образомь, 50) можеть быть вычислено по формул: 
10552 =105 ВВ' 4. юбзт ОР 10586’ —ювзн(9 СР — 560). 


Прикладывая, наконец, къ результату высоту угломфриаго сна- 
ряда, нолучвиъ ‘искомую высоту. 


$ 101. Задача И|.— Найжи высоту зоры. 
Нуете В (о 


ее и 


93} есть вместо, волорую прваю поыбреть 
есть эыеото, Ор ис НоЖЕЕТЕ: 


Выбирають два пункта А и В, въ которых оданъ А быль бы 
почти вт, горизонтальной плоькости съ подвовемъ высоты 5Н, и 
притомт таке, чтобы можво было легко изыврить цепью хёйстви- 
‘тельное разстояве между точкаии Ди В. Устававливають угло- 
ыЪрный снарядъ въ первокт, пувктЪ такъ, чтобы дептръ лимба 
приходился въ тои С, находящейся на вертикали, возставленяой 
в» 704% А, и утверждають въ В вЪху, снабженную сагнальнымь 
значком ДР; плоскость лимба приводять въ такое положение, зтобы 
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она проходила черезь точку 5 и’ черезъ сигналь О; посл этого 
изифряють уголь $СО, направляя послёдовательно алидаду на 
точку $ и на еагнахъ- Г); затёиъ, ие сдвигая съ иЪота основан 
внотрумента, устанавлявають дамбъ вертикально такъ, чтобы его 
Иаметръ быль горизонтвлень я чтобы его плоскость нроходпла 
всегда черезъ точку 5; посл этого направляют алидаду на точву 5 


и отечитывають уголь ЗСК, который она образузть съ диметромъ 
ликоа, Нахонець, переносять инструменть во второй нзъ изоран- 
ныхъ пунктовъ и уетанавливають такимъ образомъ, чтобы его 
цеятръ пришежя въ точк8 Г), проекщя которой есть точка В; да- 
лфе поступають такъ же, какъ и въ предыдущемъ олучаВ и изи®- 
ряють уголь 50С. 

Вазисъ АВ = СР изыфренъ цбиью, какъ сказано выше; зная же 
сторову СФ и углы треугольника ЗО, пишемъ: 


АВз®ЗОС. 
86 этево } 


далфе, изъ прямоугольнаго треугольника (9 


ЯК — Что 


езТдоватеньно, 
АВзт ЭР быв СК 
30 055 


108 К-=ЮЕ АВ--юбзш5РО--оезт 8 СК —ЮЕзш 09. 


По этой формул® вычисляють 5К и, прикладывая къ полученному 
результату высоту АО’— КН угломрнаго снаряда, похучають йско- 
мую высоту. 


8к= 
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$ 102. Задача №. Найты разотояще нькоторой точки до друзой, 
неприступной. 

Пусть С (черм. 94) есть точка, въ которой можеть поизстаться 
наблюдатель, А--непрястуиная точка и ‚АО—иекомов разотояе, 


Изыфрянуть цпью какой-нибудь Пазист, (7 отт тачки (7 яатуЪ 
изыфряють угломврнымь снарядомъ углы АСР в АДС, изъ кото- 
рыхъ выводить значене угла ОА); наконейъ, вычисляють сто’ 
розу АС по формуд: 


@озрарС 


= воар 


$ 103. Задача У.— Найти разстояще между двумя неприступными 
почками. 

Пусть А и В (черт. 94) будуть да неприступныя точки, раз- 
стоаше между которыми требуется опредфяить. 

Измфраяють при помощи цъни бавиеъ СД) на той части ифет- 
ности, гдБ можно сдфлать устаяовку; затиь изифряють углом®р- 
вымъ сварядомь пять угловъ: ВОС, АБС, АСР, ВСР я АСВ. 
Тогда въ треугольнякахь АСР и ВСР, въ которыхь извйетны 
сторона СО и углы, можно вычислять сторовы АС и ВС. Вычис- 
ливъ ихъ, находять въ Яреугольникв АСВ уголь С и двБ стороны, 
заключающя его; отсюла елБдуетъ, что можно вычиелить сторову 
АВ а задача будетъ рЕшева. 

Воть простйпий премъ располагать вычислена. Назовеыъ, 
какъ обыкновенно, черезъь 4, В, О’ углы треугольника АВС и 
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черевь с, $, с соотеВтотвенно противолежания стороны; кромё 
того положимъ (0) = 4. Треугольники ВСР и АСР дать соотв®т- 
ственно: ` 


_ аш ВОС _ азшарс 
“= щвбВр ‘ ”> эвбар’ 


откуда 
оваор4--1овзт Ва Лоде ОВЛ, 


1035 =Юа-- юеза Дб ют САР. 
Исля тенерь ввести вспомогательный. уголь $ посредствомъ урав- 
ненЁя: 
лве—ф, 
то треугольникь АЗС дасть (8 87): 
Шоу (А—В) що — 4600. 
Сначала вычисляется уголь Ф по формул: 


Тоблаобт == юра — 105%, 


или 
па =1юб9т ВОС 10531 САР— а) 
—ювзтСВВ—ю5зт АБС, 
а затЪыь уголь р {4— В) по форму: 
оввли у (4 — В) = Юиля(е — 450) 1056950. — 


Заая А—Ви А-- В, можно вычислить уголъ АД, а тогда, вако- 
нець, мы найдемь и искомое разстояне по формул: 


_ ава 
2 Тьшя * 
1056 =1054-1орзш ВОС—ЮзчаСВР } 
{+ юз 0 — 105 А. 


откуде 
(3) 


Замфчаню.— Необходимо, какъ мы сказаля, изыфрить непосред- 
атвенно уголь АСВ; дЪйствительно, этоть уголь равень разности 
угловь АСР в ВОЛ только въ очень рЁдкомь случаф, когда че- 
тыре точки: А, В, С, Д каходитев въ одной плоскости. 
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$ 104. Задача У\.— Черезь доступную точку на ровной мистновтьь 
провезти прямую, параллельную неприступной прямой. 

Пусть (черт. 25) С веть доступаая точка й АВ— непристуци я 
прямая; для вычислещя угла САВ поступають такъ же, какъ вЪ 
предыдущей задачВ. Когда этотъ угодъ станеть извветнымъ, уста- 


Я 


/ 


2 


ё 
Черт. 55, 


вавляваютъ угломфрный снарядь въ С’такъ, чтобы даметръ лимба 
быль бы паправлень по (4, в зращають алидалу до тБхъ поръ, 
пока дуга лимба, отсчитанная отъ даметра, не будеть равна по- 
полненю до 180° угла СА В, наконецъ, проводагь прямую линю ОЕ, 
пользуяеь вхами, въ нанравлени алидвды, которая и будеть иско- 
мой линей, 


$ 105. Задача УИ, — Продолонить линию на мъотновни за преджеть, 
мшающий видьть направлено этой лини. 

Пусть (черт. 26) АВ есть прямая, для которой требуется иа- 
чертить прододвене за предметоиь О. При помощи цёпи изиф- 
ряють длину АБ; затВиъ выбирають пункть Ё, который можно 


Черт. 96. 


было бы звмфтить изъ точекъ Ди В и взь котораго можно было бы 
видёть ту часть мастности, гд8 дозжно находиться продолвеше АВ. 
Изъ точекь Ди В изыфряють углы Дн В треугольника АВЕВ 
вычисяяють сторону 4; исходя изъ точки Е, наносять прамую 
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линю ЕР въ назравлена къ той части мЪфетности, которая нахо 
дитея въ сторонф отъ предмета 0, Изифряють уголь АЕЕ, и, если 0 
обозначаеть точку вотр®чи прямой линм ЕР съ продожженемь АВ, 
то въ треугольник ДАО будуть вавЪотны стороны АЕ и углы; 
елфдовательно, ножно вычислить ЕС, а ватВиъ съ помощью пин 
опредфлимь точку С’ на мфетности; далфе, ведя прямую ливню СО, 
которая составласть съ 20’ уголъ, равный пополнению АСТ до 180°, 
мы получимъ искомое продолжен. 

Если прямая АВ недоступна, 70, чтобы измбрить элементы 
треугольника АВЕ, пользуются, какъ въ задач У, вспомогатель- 
нымъ базисомъ, проведенвыхь черезъ точку Е. 

$ 106. Задача У. — Три точки: А, В, С (черт. 27) расположены 
на ровной мсиновтн и нанесены на карту: опредъмить на этой 
картиь точку М, изь которой разетояьбн АВ в ВО были би видны 
подь умами @ % В. 


Черт, 97. 


Точка М находнтея на пересфчени сегментовь, вибщеющихь 
углы а и Ви построваныхь соотвётетвенио па АВ и ВС, но здесь 
требуется овнзать эту точку съ данными точками: д, В, С по- 


средетвомь вычисленныхь элемевтовъ. 
Пусть АВ=:а, ВС==Ь за неизвфотныя мы примемь углы 
МАВ-=х и МОВ=у. Троугольвики АМВ и СИВ дають: 


откуда 


Пусть ф сть вепомогатеяьный угояъ, опред®ляемый изъ равенства: 


па. 


Й 
1189 = вый; 


—130— 


ЗОгАВ . 


Эт 
ай 1815, 
#3 
ыы этефэту _ 0—1 
зар япу  щу ЕТ» 
вли (8 18) 


1 
125. (2—9) аа „ 
пе 6 
= 45 = 818 (9— 45°). 
45° 
т ыЕИ ав тар 


Кром того, обозначая черезь ® уголь АВС, иы ножемъ написать: 
1 
Таун, 


слВдоватезьно, 


а (-- у = ища (р — 69а (140 —2®). 


По этой формул можеть быть вычиеленъ уголъ 5 —9), в такъ 


вакъ уголь тен извфстевъ, то будуть известны также углы 
д пу, опредляюще положен е точки М. 

Замфчане.— Вели одинъ изъ множателей выраженя шт р 
веть нуль, & другой при этомь не обращается въ безконечность, 
тю углы ди у раввы между събою. Но ебли второй множитель 
обращаетез въ бевконечиость, в первый разенъ нулю, то зназеше 
18 (29) принимает неопредёленный зидъ 4. Можно провф- 


рить, что въ этмъ случа» задача, дЪйствительно, неопредвленная. 
Въ самомъ дёлВ, чтобы множитель 


чае (180 — "+ 


обращался въ безконечность, веобходимо, чтобы 
а--8--о = 1807, 


& это знаЧИТЬ, ЧТО Чотыреугольникь АВОМ можеть быть виисанъ 
въ кругъ; ежбдонательно, въ раземятраваемомт случа оба согызнта, 
эмЪщающие углы ямы 8 и даюнйе въ вереофчени точку М, совоа- 


— 11 — 


‘дають, Тогда иножитель {216 (‹«—45°) есть нуль; въ саномъ дБ, 
в [2 : 
имфемъ пер ы= Эр’ Эро’ НО ТАКЪ КАК Е и = суть даметры 
круговъ, описанныхъ около треугольняковь АБМ и ВСМ ($ 76) 
и чакъ какъ обв эти круг совиадають, то ‘апрф ==; иначе го- 


зоря, ф== 45° и 486 (Ф — 45°) =0, 


УПРАЖНЕНИЯ. 


Т. Вакой додненъ быть радусь круга, чтобы разность межху хую въ 
10 мотровь и ея хордою була бы меньше 1 миллиметра? 

п. Рылить треугольникь, зная основан, высоту н разность углонь ври 
основан. 

АГ. Решить треутольникь по тренъ вяюотажъ. 

ТУ. РАшить треугольникь по радусамь знзвиневнныхь кругоЕЪ, 

У. Вычнелить площадь тралещи по четыреиъ сторонамъ. 

УТ. Посгроить равносторонй треугольник, вернныы котораго лежали бы 
ва трехъ коицентрическихь окружностятт, вяк из трехгь вараляехьныхь пря- 
мыхь, распоожонныхь въ одной нхн въ разныхь плоскостяхь 

УП. Черезъ чочву О, взятую на продолжени даметра АВ врута, центру ко- 
зораго есть точка (, проводать свкущую ОЖ; требуется доказать, что произве- 


дов ‘вла т. №00. влет М’00 сть величина постолииая, кавова бы ив была. 


сёкущая, проведенная черевъ 0. 
УНТ. Четыре пряныя: ОР, ОА, 0%, ОВ, В я одюй точкв, 


пересёчены сфкущею РАФБ; доказать, что отношене р а есть воан- 


знив постоянная. 
ТХ. Четыре плоскости: ОР, ОА, 00. ОВ, проведенных черевъ одет и 
ту же прамую О, нерефчены сфкущею РАФВ; доказать, что отноше: 
РА 04 ить запить алии, 
Х. Найти площади уравильныхь иногоугольнивовъ о я сторовахь, заисав- 
ваго и м около круз. ралуса и, въ фт Вывести 


вов описана и ошисанивго о я я 3» сторонах. 
ХЕ Нусть троугольнивъ АВС —прамоутохьный в А есть вершина прямого 
зтла (см. чертежь въ 8 68 изъ); соли опустить перпендиктлярь АР на ©то- 


рову ВО, то, хакъ иввфетно, м 80. Сярашиваетси, будет ли суще- 


ствовать это соотвошене и въ томъ случай, если угодъ А не всть прямой. 
ХИ. Доказать, что ееазн биесектрисы двухъ 70109 треугольника ревны 
между собою, то таше углы тавше равны меду собою. 


